Prefata,

Lucrarea de fata este scrisd cu scopul de a oferi suport
pentru seminarizarea cursurilor de logica si teoria multimilor ce se
predau in principal la facultatile de matematica si informatica; ea
este structuratd pe 6 paragrafe si contine un numar de 263
probleme.

In paragrafele 1 si 2 sunt selectate probleme legate de
teoria multimilor, functiilor si numerelor cardinale (multimile
fiind privite din punctul de vedere al teoriei naive a lui Cantor).

Paragraful 3 contine probleme legate de multimi ordonate,
iar paragrafele 4 si 5 probleme legate de latici si algebre Boole.

Astfel, paragrafele 1-5 ofera suportul matematic pentru
ultimele doud paragrafe ce contin probleme legate de calculul
clasic al propozitiilor si predicatelor (dupd ce la inceputul
fiecdruia prezentam anumite aspecte teoretice).

Lucrarea se adreseazd in primul rand studentilor de la
facultatile de matematica si informatica, insa ea poate fi utilizata si
de studentii politehnisti ca si de profesorii de matematica si elevii
din invatimantul preuniversitar.

Dupa stiinta noastrd, sunt putine lucrari cu acest specific
in literatura de specialitate de la noi din tara, asa ca orice sugestie
pentru imbunatatirea acesteia va fi bine venita.

Craiova, 03.03. 03 Autorii
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Index de notatii si abrevieri

: astfel incat

: proprietatea intersectiei finite

: modus ponens

: teorema deductiei

: cel mai mic multiplu comun

: cel mai mare divizor comun

: implica (echivalent)

: cuantificatorul universal (existential)

: elementul x apartine multimii A

: multimea A este inclusa in multimea B
: multimea A este inclusa strict Tn multimea B

: intersectia multimilor A si B

: reuniunea multimilor A si B

: diferenta multimilor A si B

: diferenta simetricd a multimilor A si B

: familia submultimilor multimii M

: complementara 1n raport cu M a multimii A

: produsul cartezian al multimilor A si B

: clasa de echivalentd a elementului x modulo

relatia de echivalenta p

: multimea relatiilor de echivalenta de pe A
: multimea factor a multimii A prin relatia de

echivalenta p

: functia caracteristicd a multimii A

{f: N> M}

: multimile A si B sunt cardinal echivalente

: cardinalul multimii M ( dacd M este finita |M]|

reprezintd numarul elementelor lui M)

: functia identica a multimii A



2saul,

Taut
Prov

: multimea numerelor naturale (nenule)
: multimea numerelor intregi (nenule)

s {nk : keZ}
: multimea numerelor rationale (nenule)

: multimea numerelor rationale strict pozitive
: multimea numerelor reale (nenule)

: multimea numerelor reale strict pozitive

: R\Q (multimea numerelor irationale)
: multimea numerelor complexe (nenule)

: modulul numarului complex z
: numarul intreg m divide numarul Intreg n
: cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale

msin

: cel mai mare divizor comun al numerelor naturale

msin

: cardinalul multimii numerelor naturale N

: cardinalul multimii numerelor reale R

: cel mai mic element dintr-o multime ordonata
: cel mai mare element dintr-o multime ordonata
: algebra Boole {0,1}

:inf {a,b}

:sup {a,b}

: pseudocomplementul lui a relativ la b

: pseudocomplementul lui a

: complementul lui a

: multimea filtrelor laticei L

: multimea idealor laticei L

1 @ este o teorema formala

: @ este adevdrata in realizarea f

: multimea tautologiilor
: multimea formulelor demonstrabile
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A: ENUNTURI

§1. Multimi, functii, relatii binare.

1.1. Fie a, b, c€Z numere impare. Sa se arate ca :
{(x€Q | ax*+bx+c=0}=@.

1.2. Sa se arate ca nu exista un numar finit de numere
rationale ry,...,r, a.i. orice numar x€Q sa se scric sub forma

X=xI+. .. X, cu X €7, 1<i<n .

1.3.Fiea,b €R, a<b. Sase arate ca :
[a, b]NQ+=D si [a,b] N I#D.

1.4. Sa se determine k€Z a.i. radacinile ecuatiei
kx*+(2k-1)x+k-2=0 si fie rationale.

1.5. Dacd a, b, c, Ja+b+4c e Q, (a, b, ¢ = 0) atunci
Ja b e €Q. Generalizare.

1.6. S se arate ci 32 ¢ {p+q\/;|p,q,r €Q, r>0}.

1.7. Sa se determine multimea:
{fa€ Q|existib € Q ai. 5a*-3a+16 = b*}.

1.8. Dacd a, b, c€Q iar peN este un numar prim a.i.
a+b 3p+c Yp? =0,atuncia=b=c=0.

1.9. Sa se demonstreze ca daca a;, ..., a, sunt numere
naturale doud cate doua diferite, nici unul dintre ele nefiind



patratul unui numar intreg mai mare decat 1, si by,...,b, numere
intregi nenule, atunci b,+ja, +by4Ja, +...+b,Ja, #0.

1.10. Dacim, n €N* i ﬁ—ﬁ>0, atunci ﬁ—ﬂ>L.
n

n mn

1.11. Sa se arate cd existia, b €l ai. a®eN.

. n 1 - - .
1.12. Fie acR*, a.i. a+— €Z. Sa se arate ca pentru orice
a

nez, a" +L eZ.
an

1.13. Dacd a€R a.i. cos za :%, atunci o €1.

1.14. Dacid a, beN*, ali. %+£ €N, atunci a=b.
a

1.15. Sa se arate ca i/E+ {/5 el.

1.16. Fiez,z' €Cali 1+zz'#0si |z |=| 2’ |=1.
eR.

o . z+<Z
Sa se arate ca

’

1+2zz

1.17.Fie zy, ...,z, €Cali. |z, |=....=| z, |=r £ 0.
(Zl +Z2 ) +Z3 . \Z ), +Zl) ER.

Sa se demonstreze ca
Z1Zy.. 2,

1.18. Fie McC ai. {z€C ||z | =1}SM si pentru orice
Z1, Zy EM =>z,+z,EM. Si se demonstreze ca M=C.

1.19. Fie f : A — B o functie iar (Aj)icr , (B)) je; doud
familii de submultimi ale lui A si respectiv B.
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Sa se demonstreze ca:

® f(l_LEJIA,-)=l_LEJIf(A1-);

(i) f(l_DIAi)giDIf(Ai);

(i) /' (UB)=Uf(B));
jeJ jeJ

(iv) fﬁl(JDJ B;) =jDJf71(B_,-)-

1.20. Fie M o multime finitd iar M;, M,, ..., M,
submultimi ale lui M. Sa se demonstreze ca :

=YM |- XM M|+ Y M AM M, |-
1<i<n I<i<j<n I<i<j<k<n
e ()M A M

Observatie. Egalitatea de mai sus poartd numele de
principiul includerii si excluderii.

UM,
i=1

1.21. Fie M si N doua multimi avand m, respectiv n

elemente. Sa se demonstreze ca :

(1) Numarul functiilor definite pe M cu valori in N este

egal cun™;

(i1) Daca m = n, atunci numarul functiilor bijective de la

M la N este egal cu m! ;
(ii1) Dacd m < n, atunci numarul functiilor injective de la

M la N este egal cu A4, ;



(iv) Daca m > n, atunci numarul functiilor surjective de la

M la N este egal cu :

n" —Cln—=1)" +CX(n-2)" —..+(=1)"Cr.

1.22. Fie M si N doud multimi iar f : M—N o functie.
Intre multimile P(M) si P(N) se definesc functiile f. : P(M)—P(N),
f : P(N)—P(M) prin f«(A) = f(A), AEP(M) si f(B) =f"'(B),
BEP(N).

Sd se demonstreze cd urmatoarele afirmatii  sunt
echivalente:

(i) feste injectiva;

(i1) f« este injectiva;

(iii) f ofi=lpou);

(iv) f este surjectivi;

(v) f(ANB)=1(A)Nf(B), pentru orice A, BEP(M);

(vi) f(CuA) € Cnf(A), pentru orice AEP(M);

(vii) Daca g, h : L — M sunt doua functii a.1. fog = foh,
atunci g =h;

(viii) Existd o functie g : N — M a.i. gof=1y,.

1.23. Cu notatiile de la problema 1.22., sa se demonstreze
ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) feste surjectiva ;

(i1) f« este surjectiva ;

(iii) frof =1Ipn);

(iv) f* este injectiva ;

(v) f(CuA) 2 Cxf(A), pentru orice AEP(M) ;



(vi) Daca g, h:.N—P sunt doua functii a.i. gof = hof]
atuncig=h;
(vii) Exista o functie gZN—M a.i. fog=1y.

1.24. Cu notatiile de la problema 1.22., sa se demonstreze ca

urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) feste bijectiva;

(ii) f(CmA) = Cnf(A), pentru orice AEP(M);

(iii) f« este bijectiva;

(iv) Exista o functie g : N — M a.i. fog= 1y sigof=1y.

1.25. Fie M o multime finita si f : M — M o functie. Sa se
demonstreze cd urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) festeinjectiva;

(i1) feste surjectiva;

(iii) f este bijectiva .

1.26. Fie A o multime. Sa se demonstreze ca :

(i) A este finita < orice injectie f: A— A este si surjectie;

(i1) A este finitd < orice surjectie f :A— A este si injectie.

1.27. Fie M o multime finita iar f : M—M o functie a.i.
fof = 1y. Sa se demonstreze ca daca M are numar impar de

elemente, atunci exista xEM a.i. f(x) = x.

1.28. Fie :N—N a.i. f(n+1) > f(f(n)), oricare ar fi nEN.

Sa se demonstreze ca f= 1n.

1.29. Fie sirul de functii:



>A,—L—> A, — L4 L4
Sa se demonstreze cd daca multimile A; sunt finite, pentru
orice i=1, 2, ..., n, ..., atunci existd un sir de elemente (X,)y>0,
unde x,€A,, pentru orice n=0, cu proprietatea cd f(X,) = X1,

oricare ar fin>1.

1.30. Fie M o multime cu n elemente. Consideram
ecuatiile:

(1) X]UXQU...UX](: M,
2) X,N X,N...NX= D,

unde k>1 este un numdr natural, iar X;, X,, ..., Xy sunt
submultimi ale lui M.

Sa se demonstreze cd ecuatiile (1) si (2) au acelasi numar
de solutii si anume (2-1)".

1.31. Fie M, N, P multimi iar f: M—N si g : N—P doua
functii.

Sa se demonstreze ca :
(1) Daca gof este injectivé, atunci f este injectiva. Ce conditie

suplimentara trebuie impusa lui f pentru a rezulta si
injectivitatea lui g ?

(i) Daca gof este surjectiva, atunci g este surjectiva. Ce
conditie suplimentard trebuie impusd lui g pentru a rezulta si
surjectivitatea lui f ?

1.32. Fie M, N, P multimi iar f: M—N, g : N—P,
h : P—M trei functii. Se considera functiile compuse hogof,
gofoh, fohog.

Sa se demonstreze ca :

(i) Daca doua dintre aceste functii compuse sunt injective iar
cea de a treia este surjectiva, atunci f, g, h sunt bijective;
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(i1) Dacé doua dintre aceste functii compuse sunt surjective iar
cea de a treia este injectiva, atunci f, g, h sunt bijective.

1.33. Fie M, N, P, Q patru multimi iar f, g, u, v patru functii
a.l. diagrama:

M ——> N
\4
P —> Q

este comutativa (adicd gou = vof). Sa se demonstreze ca daca
u este surjectiva iar v este injectiva, atunci exista o unica

functie h : N—P a.i. hou=f si voh=g.

1. 34. Fie M o multime iar f : M — M o functie. Se
considera functia f": M — M, f" = fo fo..o f,(neEN,n>1).
%/_/

n ori

(i) Sa se compare cu ajutorul relatiei de incluziune,
multimile M, = f " (M) ; sa se studieze cazul special cand f este
injectiva, fara a fi insa surjectiva,

(i1) In cazul in care f este injectiva, fara a fi Insa surjectiva, sa
se arate cd exista o infinitate de functii distincte g: M—M a.i.
gof=ly;

(iii) In cazul in care f este surjectiva, fard a fi insa injectiva, sa
se arate ca exista cel putin doua functii distincte g g
M—M ali. fog=fog' =1y;.



1.35. Fie M o multime iar A, BEP(M); se considera functia f':
P(M)—P(A)xP(B) definita prin f(X) = (XNA, XNB),
XePM).

Sa se demonstreze ca:
(i) f este injectivd < AUB =M;

(ii) f este surjectiva <& ANB = OJ;

(iii) f este bijectivd < A = CyB ; in acest caz sa se descrie
inversa lui f.

1.36. Si se demonstreze ca functia f: Z—N", definita prin:

1, pentru n=0
Sm=11

—+ —(4n - 1), pentru n#0
2n

este bijectiva si sa se determine inversa ei.

1.37. Si se demonstreze ca functia f: N"xN"—>N", definita
prin:

):(x+y—1)(x+y—2)+x

S(xy >

pentru orice x, yEN”, este bijectiva.

1.38. Fie f: M — N o functie iar ¢ : P(M) —> P(M),
o(A) =f(f(A)), AEP(M).
Sa se arate ca:
(1) pop = o;
12



(i1) f este injectivd < ¢@ = Lpu).

1.39. Fie f: M — N o functie iar y : P(N) > P(N),
w(B) = f(f(B)), BEP(N).

Sa se arate ca:
(1) woy = y;

(11) f este surjectivad < y = 1pn.

1.40. Pentru o multime nevidd M si A€P(M), definim

(pA:M_>{091}:
0, daca xe¢ A

1, daca xe 4

Pa(x)= {

pentru orice XxEM. Sa se demonstreze ca daca A, BEP(M), atunci:
(1) A=B < ¢oar= 0p;
(i) 92=0,¢u=1;
(il1) QanB = Pa P8, (PA2 = Qa;
(iv) @aup= Gat+ @ - A Ps;
(V) @a\B= Qa-Pa P, P, 4 = 1-0a;
(Vi) @aaB= QAT OB - 20205 .

Observatie. Functia @, poartd numele de functia
caracteristica a multimii A.

1.41. Fie M o multime oarecare iar a, b doua numere reale

distincte. Pentru A€P(M) definim y 5 : M — {a,b},

a, daca xe A

X) = , pentru orice XEM.
Vax) {b, daca x¢ A p

13



Sa se demonstreze ca daca oricare ar fi A, BEP(M), avem

WanB = YA Vg, atuncia=1gib=0.

1.42. Utilizand eventual  proprietitile  functiei
caracteristice, sa se demonstreze cd dacd M este o multime

oarecare iar A, B, CEP(M), atunci:
(i) AABAC) = (AAB)AC;
(i) A-(BUC) = (A-B)N(A-C);
(i) A-(BNC) = (A-B)U(A-C).

1.43. Fie functiile f, g, h:N—N avand proprietatile ca g si
h sunt bijective iar f = g-h.
Sa se demonstreze ca f(n) = 0, oricare ar fi nEN.

1.44. Fie p o relatie binara pe multimea A.

Notim p= A UpUp™.

Sa se demonstreze ca :

D pSp;

(i1) p este reflexiva si simetrica,

(iii) daca p” este o alta relatic binara pe A reflexiva si
simetrica a.i. pSp’, atunci p Sp’.

1.45. Fie p o relatie binard pe multimea A care este

reflexiva si simetricd iar p= U p”.
n=1

Sa se demonstreze ca :

(i) pEp;

(i1) p este o echivalenta pe A;

(iii) Daca p’ este o alta relatie de echivalenta pe A a.i.
pSp’,atunci p Sp'.

14



1.46. Fie p o relatie binard pe multimea A iar
p= Lgl(pu,ffl UA )"

Sa se demonstreze ca :

() pSp;

(i) p este relatie de echivalenta;

(iii) daca p” este o alta relatic de echivalenta pe A a.i.
pSp’,atunci p Sp'.

Observatie. Vom spune ca p este relatia de echivalenta

generata de p.

1.47. Fie p, p’ doua relatii binare pe multimea A.
Sa se demonstreze ca:

(i) (pUp)* = p’Up”U(pop)U(p’op) (unde p” = pop);
(i1) Daca p, p” sunt relatii de echivalenta, atunci pUp” este

o noud relatie de echivalentd dacd si numai daca pop/,

p'op S pUp'.

1.48. Fie F o familie nevida de relatii de echivalentd pe
multimea A avand proprietatea ca daca p, p'€F, atunci p S p’ sau
p’ S p.

Sa se demonstreze ca U p este relatie de echivalenta.
peF

1.49. Fie A o multime si p o relatie binard pe A avand
proprietatile:

(i) pentru orice xE€A, existd yEA a.l. (y, X)Ep;

(ii) pop™op = p;

Si se demonstreze ca in aceste conditii pop™ si p”op sunt
relatii de echivalenta pe A.

1.50. Fie p;, p, relatii de echivalentd pe multimea A.

15



Sa se demonstreze ca:

(1) piop, este relatie de echivalentd dacd si numai daca

p1op2= P2 opi;
(i1) In cazul (i), p; opo=
p'eEchiv(A)
Pr.pr<p’

1.51. Fie M si N doua multimi pe care s-au definit relatiile

de echivalentd p, respectiv p’ si f: M—N o functie avand
proprietatea:
x, y)€p = (fx), fy)€p’ (x, yEM).
S& se demonstreze cd existd o singurd functie
f:M/p—N/p” a.i. diagrama:

M 7 N

Pmp Pny’

M/p _ N/p’
S

este comutativa (adicd py, yof = f opu, ,, unde py, , , Py, o' SUNt
surjectiile canonice).

1.52. Fie M si N doua multimi iar f : M—N o functie;
notam prin p ¢ relatia binara de pe M definita astfel:

x, y)€p = f)=1(y) (x,yEM).
Sa se demonstreze ca:
(i) p ¢ este relatie de echivalenta pe M;

(i1) Existd o unica functie bijectiva M/ pr— Im(f)
ai.iofo Prp, = f, i:Im(f) —N fiind incluziunea.

1.53. Pe multimea numerelor reale R definim relatia:

16



(X: y)ep And X_yez (X: ye [R)
Sa se demonstreze ca p este relatie de echivalentd si ca

exista o bijectie intre R/p si intervalul de numere reale [0, 1).

1.54. Fie M o multime iar NEM. Pe multimea P(M)
definim relatia:

(X, Y)ep & XNN=YNN.
Sa se demonstreze cd p este relatie de echivalenta si ca
exista o bijectie Intre P(M)/p si P(N).

1.55. Fie M o multime nevidd. Sa se demonstreze ca
functia care asociazd unei relatii de echivalentd definite pe M
partitia lui M data de echivalenta respectiva este bijectiva.

1.56. Fie M o multime finitd cu m elemente. Sd se
demonstreze cd numarul N,, \ al relatiilor de echivalenta ce pot fi

definite pe M a.i. multimea cat sa aiba k elemente ( k<m ) este dat
de formula:

N i = (1/k)- [k’” ~Cik=1)" + CRk-2)" -+ (1) ! ]
deci numarul relatiilor de echivalentd ce pot fi definite pe
multimea M este dat de formula N=N,, 1+Ny, >+...7Np, m.

1.57. Fie (Mjies o familie de multimi. Notidm
P={@:I- U M, | pentru orice jJEI = @()EM;} iar pentru orice
iel

JEL consideram p;:P—M,;, pi(¢) = ¢(), 9EP.
Sa se demonstreze ca oricare ar fi multimea N si familia
de functii (f:N—M);e;, existd o unica functie N—P a.i. pjof =1,

pentru orice i€1.

17



Observatie. Dubletul (P, (pi)icr) se noteaza prin [[M,; si

iel
poartd numele de produsul direct al familiei de multimi (M;);; iar

functiile (p;)ic; poartd numele de proiectiile canonice.

1.58. Fie (M))ie; 0 familie de multimi. Pentru fiecare i€l
notim M, =M, x{i} iar S=U M,. Definim pentru fiecare j€EI,

iel
o;:M;—S, o;(x) = (X, j), XEM,;.
Sa se demonstreze cd oricare ar fi multimea N si familia
de functii (f:M;—N);ej, existd o unica functie f:S—N a.i. foa; = f;
pentru orice i€1.
Observatie. Dubletul (S, (0;)ic]) se noteazad prin [[M; si

iel
poartd numele de suma directd a familiei de multimi (M;);e; iar

functiile (0;)ie; poarta numele de injectiile canonice.

1.59. Fie f, g : M—N doud functii. Dacd notdm prin

A = {x€M : f(x) = g(x)} iar prin i : A—M incluziunea canonica,
sd se demonstreze cé dubletul (A, i) are urmétoarele proprietati:

(i) foi=goi:
(ii) Pentru orice multime P si functie h:P—M a.i. foh =

= goh, existd o unica functieu: P—A a.1. iou=h.
Observatie. Dubletul (A, i) se noteazd prin Ker(f, g) si
poartd numele de nucleul perechii (f, g).

1.60. Fie f, g : M — N doua functii iar p & N X N,
p={(f(x), g(x)) : x€M}. Dacé notdm prin p relatia de echivalenta
generatd de p (conform problemei 1.46.) sd se demonstreze ca
dubletul (N/ p, py 5 ) are urmatoarele proprietati :

(1) PN of = Pnp°8,

18



(i1) Pentru orice multime P si functieh : N — P a. 1. hof=
= hog, existd o unica functieu:N/p — Pai wuopy;=h

Observatie. Dubletul (N/p,py;) se noteazd prin
Coker(f, g) si poartd numele de conucleul perechii (f, g).

1.61. Consideram diagrama de multimi si functii:

M £
N %
si notdm Q = {(x, y)€MXN | f(x) = g(y)} iar prin m,, T, restrictiile

proiectiilor canonice ale lui MxN pe M, respectiv N, la Q. Sa se
demonstreze ca tripletul (Q, m;, m,) are urmatoarele proprietati:

P

(l) fo T = g° Ty,
(i1) Pentru oricare alt triplet cu (R, a, B), cu R multime iar

a:R—M, B:R—N functii a.i. foa = gof}, existd o unica functie
v:R—Q ai. moy=asimoy = .

Observatie. Tripletul (Q, m;, m) se noteaza MIIpN si
poartd numele de produsul fibrat al lui M cu N peste P.

1.62. Consideram diagrama de multimi si functii:

MIIN=T
oy, oy fiind injectiile canonice ale sumei directe (vezi problema

1.58.).
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Pe multimea T consideram relatia binarda p = {(h;(x),
hy(x)), x€P}, unde h; = ayof iar h, = ayog; fie p relatia de
echivalentd generata de p (conform problemei 1.46.), iar
Ly =Pr;°0Q,, iy=przoay. S& se demonstreze ca tripletul
(T/ p, iy, 1y) are urmdtoarele proprietati:

(1) imof = inog;

(i1) Pentru oricare alt triplet cu (R, a, B), cu R multime iar
a:M—R, B:N—R functii a.l. aof = Pog, existd o unicd functie
v:T/p —Ral yoiy=asiyoiy=p.

Observatie. Tripletul (T/ p, iy, i) se noteaza prin MIIpN
si poarta numele de suma fibratd a lui M cu N peste P.
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§2. Numere cardinale.

2.1. (Cantor). Sa se arate cd pentru orice multime A,
A ~ P(A).

2.2. (Cantor, Bernstein). Fie Ay, A, A, trei multimi a.i.
A,S A SA,. Sa se arate ca dacd Ayg~A, , atunci Ag~A,.

2.3. Fie A, B, A’, B’ multimi a.i. A’cA, B'SB si A~B’
iar B~A’. Atunci A~B.

2.4. Fie f: A — B o functie. Sa se arate ca:
(i) daca feste injectie, atunci Al < |B] ;

(ii) daca f este surjectie, atunci IB| < |A].

2.5. Fie m, n, p numere cardinale . Sa se arate ca:
(i) m<m;

(i) m<Lm;

(ii1)) m<n si n<m=m = n;

(iv) m<n si n<p=>m<p;

(v) m<n si n<p=>m<p;

(vi) m<n=>m+p<n+p;

(vil) m <n = mp < np;
(vili)m<n=m"<n’;

(ix) m<n=p"<p".

2.6. Daca m, n, p, q sunt patru numere cardinale a.i. p < q
si1 <m<n, atunci p" < q".

2.7. Dacda m, n, p sunt trei numere cardinale, atunci are loc

egalitatea:
(m"? =m"™.

21



2.8. Fie (mgy)qer S1 (Ng)ger doud familii de numere cardinale
indexate dupa aceeasi multime. Dacd m, < n,, oricare ar fi a€l,
atunci:

> me< Y ng si [[ mg <[] N

ael ael ael ael

2.9. Vom spune despre o multime M ca este infinita :

(i) in sens Dedekind, daca exista M'C M a.i. M'~M;

(i) in sens Cantor, dacd contine o submultime
numarabila;

(iii) in sens obignuit, daca M ~ S, pentru orice nEN*

(unde S,={1,2,...,n}).
Sa se demonstreze ca cele trei definitii de mai sus sunt
echivalente.

2.10. Sa se arate cd pentru orice numar cardinal a avem
o+ 1 = a daca si numai daci o este infinit.

2.11. Sa se arate ca pentru orice cardinal infinit « $i orice
numar natural n avem o +n=q.

2.12. Fie M o multime oarecare. Sa se arate ca:
(i) [PV)| = 2™
(ii) oo < 2* (adica a0 < 2 si o # 2%) pentru orice cardinal o.

2.13. Sa se arate cd dacd m este un numar cardinal a.i.
2 <m, atunci m + m < m-m.

2.14. Sa se arate cd dacd A; ~ B, iel, iar Ain Aj = O,
Bi"Bj=O pentruoricei#j,atunci |J Ai~{J B;.

iel iel

2.15. Sa se arate ca pentru orice doud numere cardinale
asipavema<fsaua=fsauf} <a.
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2.16. Sa se arate ca multimea NxN este numarabila (deci
2 _
No=N,).

2.17. Sa se arate ca:

(1) Reuniunea unei familii numarabile (disjuncte sau nu)
de multimi numarabile este o multime numarabil;

(i1)) Reuniunea unei familii numarabile de multimi finite
este o multime cel mult numarabila;

(i) Reuniunea unei familii cel mult numaérabile de
multimi cel mult numarabile este o multime cel mult numarabila;

(iv) Produsul cartezian a doud multimi numarabile este o
multime numdrabila.

2.18. Sa se arate ca urmatoarele multimi sunt numarabile:
() multimea Z a numerelor intregi,
(i1) multimea Q a numerelor rationale;

(iii) multimea PP a numerelor prime;
(iv) multimea polinoamelor cu coeficienti rationali;
(v) multimea A a numerelor algebrice.

2.19. Fie A o multime infinitd. S3 se arate ca:
(1) Existd multimile B,Ccu @ #B,C & A, A=BuUC,
BN C=9, |C|=Ny;
(i1) Oricare ar fi multimea X cu [X| < Ny avem
[AuX|= Al

2.20. Sa se arate ca multimea R a numerelor reale este
nenumarabila.

2.21. Sa se arate cd pentru orice numere reale a, b, ¢, d cu
a<bsic <d, avem relatiile:

(i) [a,b] ~[c.d], (a,b) ~ (c,d);

(i) [a,b) ~(a,b) ~(a,b] ~ [a,b];

(ii) [a,b) ~ [c,d);
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(1v) [0,00) ~ [a,b] ~ (-20,0];
v) R~ (ab).

2.22. Sa se demonstreze ca multimea N a numerelor
naturale este infinita.

2.23. Sa se arate cd o multime M este infinitd dacad si

numai daca existd o functie injectiva f: N — M.

2.24. Sa se arate cd un numdr cardinal o este numar
natural daca si numai dacd o < ;.

2.25. Sa se arate ca urmatoarele multimi sunt de puterea
continuului:

(1) orice interval de forma [a,b), (a,b), [a,b] (a # b);

(i) multimea I a numerelor irationale;

(iii) multimea T a numerelor transcendente

(complementara in R a multimii numerelor algebrice);

(iv) multimea NN a sirurilor de numere naturale.

2.26. Sa se arate ca:

(i) Reuniunea unei familii finite si disjuncte de multimi
de puterea continuului este o multime de puterea continuului;

(i) Reuniunea unei familii numarabile si disjuncte de
multimi de puterea continuului este o multime de puterea
continuului;

(i) Produsul cartezian a doud multimi de puterea
continuului este o multime de puterea continuului.

2.27. Fie A o multime arbitrara, iar
F(A)={X| X c A, X finita} si N(A) = {X | XC A, [X] = Ny}.
Sa se arate ca :
(1) daca A este finita atunci
0=IN(A)| <|A| <[F(A)]=P(A)];
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(i1) daca A este numarabila atunci
|Al = [F(A)| = Ro <c=N(A)| = [P(A)];
(ii1) daca A este de puterea continuului atunci
Al = [F(A)] = |(N(A) = c< [P(A)].

2.28. Sa se calculeze cardinalele urmatoarelor multimi :
(i) P(N);
(i) P(R);
(iii) RR.
2.29. Sa se demonstreze cé au loc egalitatile :
(1) Np+8,=N,;
(i) Ny+..+8,= N =N, ;
No
(iii) = ¢;
(iv) ™M= ¢
V) ctec=c;
i) N = ¢

(vi)) N,c=c
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§ 3. Relatii de preordine (ordine). Elemente speciale intr-o
multime ordonata.

3.1. Pe multimea N a numerelor naturale consideram

/I| "

relatia de divizibilitate notata prin "| . Sa se arate ca :

(i) Relatia "| " este o ordine pe N ;
(ii) Fatd de ordinea "| ", 1 este cel mai mic element si 0
este cel mai mare element ;
(iii) Ce se intampla cu relatia de divizibilitate ( din punctul
de vedere al lui (i) si (ii) ) pe Z ?
(iv) Sa se caracterizeze elementele minimale ale multimii
M= {neN|n>2} fata de relatia de divizibilitate ;

(v) Este relatia de divizibilitate o ordine totald pe N ?

3.2. Fie M o multime nevidda iar P(M) multimea
submultimilor lui M.

(i) Sa se arate ca ( P(M), < ) este multime ordonata cu 0 si
1 .

b

(i1) Este incluziunea o relatie de ordine totala pe P(M) ?

3.3. Pe N consideram ordinea naturala data de:
m<n < existd peN ai m+p=n.

Sa se arate ca (N, <) este o multime total ordonata cu 0.

3.4. Sa se arate ca N impreuna cu ordinea naturala este o
multime bine ordonata.

3.5. Fie (M, £) o multime preordonatd si p = M x M o
relatie de echivalentd pe M compatibild cu < (adicax p X',y py' si
x <y = x' <y’). Pentru doua clase de echivalenta [x],, [y], eM/p
definim: [x],<[y], & existdx'e[x],, y'ely], al x' <y
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Sa se arate cd in felul acesta (M/p, <) devine o multime
preordonatd iar py: M — M/p, pu(x) = [X], este o aplicatie
1zotona.

Observatie. Relatia < de pe M/p poarta numele de
preordinea cdt.

3.6. Fie (M, <) o multime preordonata. Sa se arate ca
existd o multime ordonati M si o aplicatie izotond py: M — M
cu proprietatea cd pentru orice mulfime ordonatd N si orice
aplicatie izotond g : M — N, existd o singurd aplicatie izotona
g: M —>Nai gopy=g.

3.7. Sa se arte ca daca (A, <) este o multime ordonata,
atunci existd sup(S) pentru orice S < A daca si numai daca exista
inf (S) pentru orice S  A.

3.8. Sa se arate cd daca (P;, <)<, este o familie finita de
multimi ordonate, atunci P = P;xP,...xP, devine multime
ordonata, definind pentru x = (X)1<i<n » ¥ = (Yi)1<i<n €P,

x<y&oexistal <s<nal X;=yp,..., Xs = ¥s $1 Xgr1 < Ysr1-

Observatie. Aceasta ordine poartd numele de ordinea
lexicografica.

3.9. Fie (P))ic; o familie nevida de multimi ordonate,
P =1]P (produsul direct de multimi) si pentru orice i€l,
iel

pi: P =P; proiectia de rang i, pi((Xj)ie;) = xi. Pe P definim pentru
X = (Xien, Y= (Vi)ie1 €P: x<y & x; <y, pentru orice iel.

Sa se arate ca:

(1) (P, <) devine multime ordonata iar fiecare proiectie p;
este o functie izotona;

(i1) (P, <) Impreuna cu proiectiile (p;)ic; verificad urmatoarea
proprietate de universalitate :
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Pentru orice multime ordonata (P’, <) §i orice familie de
functii izotone (p:)ic cu p;’: P’ — P, exista o unicd functie
izotona u : P"— P a.i. p;ou = p;’, pentru orice i €l.

Observatie. (P, <) Tmpreuna cu proiectiile (p;)ic; poartd
numele de produsul direct al familiei de multimi ordonate
(P, <)icr

3.10. Daca P, si P, sunt doud lanturi rezulta ca si P,xP,
este lant ?

3.11. Fie (I, £) o multime ordonatd, (P;); o familie

nevidd de multimi ordonate, S = [] P, (sumd directd de multimi !)
iel
si o;: Pi— S, 0i(x) = (x,1) injectia canonica de rang i.

Pentru (x,1), (v,j) €S definim relatia (x,i) <(y,j) < i=]jsi
x <y. Sa se arate ca:

(i) (S, £) devine multime ordonata iar fiecare injectie o
este o functie izotona;

(i1) (S, <) impreuna cu injectiile (o);c; verifica urmatoarea
proprietate de universalitate :

Pentru orice multime ordonata (S, <) si orice familie de
functii izotone ()i cu o’: P; — S’ exista o unica functie
izotond u : S = S’a.i. uo o = o', pentru orice i €l.

Observatie. (S, <) Tmpreuna cu injectiile (oy);c; poartd
numele de suma directd a familiei de multimi ordonate (P, <); <.

3.12. Fie (I, £) o multime ordonatd, (P;)ic; o familie

nevidd de multimi ordonate, S = [] P, (suma directd de multimi !)
iel

si o;: P> S, 0i(x) = (x,1) injectia canonica de rang i. Pentru (x.1),
(v,)) €S definim relatia (x,i) <(y,j) < (i<j)sau(i=jsix<y).

Sa se arate ca:

(i) (S, <) devine multime ordonata iar fiecare injectie o
este o functie izotona;

(i) (S, <) impreuna cu injectiile (ay);c; verifica urmatoarea
proprietate de universalitate :
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Pentru orice multime ordonata (S, <) si orice familie de
functii izotone (;);c; cu o;”: P;— S’si a.i. pentru orice i < j din I,
fiecare element din o;(P;) este majorant pentru o;(P;), exista o
unicd functie izotona u : S — S’a.l. uo o = a;’, pentru orice i €l.

Observatie. (S, <) impreund cu injectiile (oy)ic; poartd
numele de suma directd ordonata a familiei de multimi ordonate
(Pix —<)i61'

3.13. Fie A o multime oarecare iar (P, <) o multime
ordonatad. Definim Hom(A, P) = {f: A — P} iar pentru
f,geHom(A, P), f < g < f(x) < g(x), pentru orice X A. Sa se arate
ca in felul acesta Hom(A, P) devine multime ordonata.

3.14. Fie M si N doua multimi nevide iar
P={(M,)| M cMsif: M — N}.
Pentru (M, f}), (M, ;) €P definim relatia:
My, f)) S(Mp, ) &M My sifjm, =11
Sa se arate ca < este o relatie de ordine pe P.

3.15. Fie M, <) si (N, £) doud multimi ordonate si
f: M — N o functie izotona. Sa se arate ca:

(1) f(inf(A)) < inf (f(A)) si sup(f(A)) < f(sup(A)) pentru
orice A ¢ M (daca infimumul §i supremumul exista!); sd se dea
exemple In care relatiile de inegalitate sunt stricte;

(i1)) Daca f este un izomorfism de ordine, atunci in (i)
avem egalitate.

3.16. Fie (M, <) si (N, <) doud multimi ordonate iar
f: M — N o functie izotona pentru care existd g: N — M izotona

a.l. go f= 1. S& se demonstreze cd daca N este completa, atunci
si M este completa.

3.17. Sa se arate ca produsul direct al unei familii finite de

multimi total ordonate, cu ordinea lexicografica devine o multime
total ordonata.
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§4. Latici.

4.1. Sa se arate ca daca L este o latice, atunci pentru orice
trei elemente a,b,c €L avem:

(i) a<b=aanc<bacsiavc<bvyg;

(ii)) (aanb)v(anc)<an(bvec),

(iii) av(bac)<(avb)a(ave)

iv) @Aab)v (bac)v(@anc)<(avb)ya(bvea
A(avce)

v) (anb)v(anc)<an(bv(anc)).

4.2. (Dedekind). Sa se arate ca pentru o latice L urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) Pentruoricea,b,cel,c<a,avemanA(bvc)=
=(aAnb)vg;

(il) Pentru orice a,b,cel, daca c<a,atunciaAn(bvc)<
<(anb)ve;

(iii) Pentru orice a, b, ceL avem ((aAnc)vb)Ac=
=(anc) v(bac)

(iv) Pentru orice a, b, ceL, dacd a < c, atunci din
anb=cAbsi avb=cvDb deducemca a=c;

(v) L nu are sublatici izomorfe cu Ns, unde N5 are
urmatoarea diagrama Hasse:
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Observatie. O latice in care se verificd una din echivalentele
de mai sus se zice modulara .

4.3. Sa se arate ca pentru o latice L urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(i) an(bvc)=(aab)v(anac)pentruoricea,b,c eL;
(ii)) av(bac)=(avb)Aa(avc)pentruoricea,b,c e L;

(iii)) an(bvc)<(a Ab)v(anac) pentruoricea, b, c € L;

@iv) (anb)v(bac)v(cra)=(avb)a(bvc)a(cva)
pentru orice a, b, ceL;

(v) Pentru orice a,b,cel.,dacd anc=bAac si avc=
=b v, atunci a=b;

(vi) L nu are sublatici izomorfe cu N5 sau Ms, unde Ms are
urmadtoarea diagrama Hasse:

0

Observatie. O latice in care se verificd una din echivalentele
de mai sus se zice distributiva.

4.4. Sa se arate ca orice multime total ordonatd este o
latice distributiva.

Consecintd: (R, <) este o latice distributiva.
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4.5. Sa se arate ca ( N, |) este o latice distributiva cu 0 si
1 (vezi problema 3.1.).

4.6. Daca M este o multime, atunci ( P(M), < ) este o
latice distributiva cu 0 si 1 (vezi problema 3.2. ).

4.7. Sa se arate ca laticea N5 nu este modulara.

4.8. Si se demonstreze ca orice latice distributiva este
modulara, reciproca nefiind adevarata.

4.9. Fie L o multime si A, v : L x L — L doua operatii
binare asociative, comutative, idempotente si cu proprietatea de
absorbtie ( adicd pentru orice x,yeL avem x A ( X V y) = X si
XV(XAY)=X).

Sa se arate ca:

(i) Pentruorice x,yelL, x Ay=X < xXVvy=Yy;

(i1) Definind pentru x,yeL:

XSYySXAY=XESXVY=FY,
atunci (L, <) devine o latice in care A si v joaca rolul infimumului
si respectiv supremumului.

4.10. (Scholander). Fie L o multime si A, v : L x L>L
doud operatii binare. Sd se arate cad urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(1) (L, A, v) este o latice distributiva;

(i) In L sunt adevirate urmatoarele identitati:

) xA(XVY)=X;
2) xA(yvz)=(ZAx)V(yAXx).

4.11. (Ferentinou-Nicolacopoulou). Fie L o multime, 0L
si A, v : L x L —> L douad operatii binare. Sa se arate ca
urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) (L, A, V) este o latice distributiva cu 0;

(i) In L sunt adevirate urmatoarele identitati:
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DxAXVY) =X
DxA(yvz)=ZAEVv0))v(yaExv0)).

4.12. Fie L o latice marginita si distributiva, (a;);c; < L iar
ceL un element ce are complement.
Sa se arate ca:

(1) Daca exista v a;in L, atuncic A ( V a;)) = V (C A a);
iel iel iel

(i1) Daca existd A a;In L, atuncic v ( A )= A (c Vv a;).
iel iel iel

4.13. Fie (G,) un grup iar L(G,") ( sau L(G) daca nu este
pericol de confuzie in ceea ce priveste operatia algebrica de pe G)
multimea subgrupurilor lui G.

Sa se arate ca (L(G,"), <) este o latice completa.

4.14. Sa se arate ca in laticea (L(Z,+), <) pentru H = mZ
si K=nZ ( cu m,neN) avem:

i) Hc K< n|m;

(ii) HAK=[m,n]Z;

(iii) Hv K= (m,n)Z;

(iv) Sa se deduca faptul ca laticea (L(Z,%), <) este
distributiva.

4.15. Sa se dea exemple de grupuri G pentru care laticea
(L(G), ©) nu este distributiva.

4.16. Fie G un grup iar Ly(G,) multimea subgrupurilor
normale ale lui G.
Sa se arate ca Lo(G) este sublatice modulara a lui L(G).

4.17. Daca M este un A-modul, atunci notand prin L,(M)

multimea submodulelor lui M, sa se arate cd (Lo(M), <) este o
latice completd, modulara.
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4.18. Fie L o latice completd cu 0 si f: L— L o aplicatie
izotona. Sa se demonstreze ca existd acL a.i. f(a) = a.

4.19. Fie L o latice. Presupunand ca pentru orice a, beL
exista:
a—>b=sup {xeL|aAx<b},
sd se arate ca L este o latice distributiva .
Observatie. a — b se numeste de pseudocomplementul lui
arelativ la b.

4.20. Sa se arate cd daca multimea (P, <) de la problema
3.13. este o latice iar A o multime oarecare, atunci si Hom(A, P)
este o latice.

4.21. Fie C[0,1] = { f: [0,1] >R | f este continua}.
Pentru f, g € C[0,1] definim f<g < f(x) < g(x), oricare
ar fi x€[0,1]. Sa se demonstreze ca (C[0,1], <) este o latice.

4.22. Fie L o latice si X ,Y doua submultimi finite ale lui
L. Sa se arate ca:
inf(X)Ainf(Y)=inf(XUY).

4.23. Daca o latice contine un element maximal (minimal)
atunci acesta este unic.

4.24. Daca (L, v) este o sup — semilatice si S < L este o
submultime nevidd a sa, atunci idealul (S] generat de S este
caracterizat de:

(S]={aeL |existds, ...,s,eSal a<s V...V s,}.

Observatie.In particular, idealul principal generat de un
element seL este caracterizat de:

(s]={aeL|a<s}.
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4.25. Daca (L, v) este o inf — semilatice si S < L este o
submultime nevidd a sa, atunci filtrul [S) generat de S este
caracterizat de:

[S)={ael |existasy,...,s,eSal s;A...As,<a}.

Observatie.In particular, filtrul principal generat de un
element se L este caracterizat de:

[s)={ael|s<aj}.

4.26. Pentru o latice L notam prin I(L) ( respectiv F(L))
multimea idealelor (filtrelor) lui L. Sa se demonstreze ca (I(L), ©)
si (F(L), <) sunt latici complete.

4.27. Pentru o latice L si o submultime Fc L urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(1) F este filtru prim ( adicd este o multime nevida proprie
a.i. pentru orice x, yeL, x v yeF = xeF sau yeF);

(i1) F este filtru propriu si pentru orice x, yeL, x v yeF
& xeFsauyeF;

(iii) I = L \ F este ideal prim (adicd o multime nevida
proprie a.i. pentru orice X, yeL, x A yel = xel sau yel);

(iv) Exista un morfism surjectiv de latici h : L—{0,1} a.1.

F=h'({1}).

4.28. (Teorema filtrului (idealului) prim). Fie L o latice
distributiva, F un filtru si I un ideal al lui L. Daca FnI = J atunci
exista un filtru prim P ai. F ¢ P, PNl = & si un ideal prim J a.i.
Icl], InF=3@.

4.29. Fie L o latice distributiva. Daca I este un ideal
(filtru) al Iui L si aeL \ 1, atunci exista un filtru (ideal) prim P al
lui L ai. aePsi PNnl=J.

4.30. Fie L o latice distributivd. Daca F este un filtru
(ideal) al Iui L si beL \ F, atunci existd un filtru (ideal) prim P al
luiLai FcPsibgP.
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4.31. Fie L o latice distributiva. Dacéd a, beL ai. a £ b,
atunci existd un filtru (ideal) prim P al lui L a.i. acP si bgP.

4.32. Sa se demonstreze ca intr-o latice distributiva orice
filtru propriu este inclus Intr-un filtru prim si este o intersectie de
filtre prime.

4.33. Sa se demonstreze ca intr-o latice distributiva orice
filtru maximal este prim.

4.34. Fie L o latice modulara si a, beL. Atunci:
[a A Db, a] = [b, a Vv b] (izomorfism de latici).
Observatie. Acest rezultat este cunoscut sub numele de
principiul de transpunere al lui Dedekind.

4.35. Sa se demonstreze ca o latice L cu 0 si 1 este
distributiva daca si numai daca pentru oricare doua ideale I si J ale
lmiL,IvI={ivj|ielsijel}.

4.36. Fie L o latice oarecare si x, yeL.
Sa se demonstreze ca:

) XA (y]=(xAyliar (x] v (yl<(xVyl;
(i1) Daca L este distributiva cu 0 si 1, atunci:

(] vyl =(x vyl

4.37. Fie L o latice distributiva cu0si1iarl, J €I(L).
Sa se demonstreze cd daca I A J si I v J sunt ideale
principale, atunci I si J sunt ideale principale.

4.38. Sa se demonstreze ca intr-o latice distributivda L cu 0
si 1 un element nu poate avea decat cel mult un complement.
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4.39. Fie L o latice distributivdi cu 0
pseudocomplementatd  (adica pentru orice ael  existd

a* =sup { Xx€L | a A x =0} numit pseudocomplementul lui a).

Sa se arate ca L are 1 si pentru orice a, bEL avem:
(i) ana*=0;

(i) arnb=0< a<b¥

(iil)) a<b=b*<a*

(iv) a<a**;

(V) a¥**=a*;

(vi) anb=0&a** Ab=0;

(vii) (a A b)* = (a** A b)* = (a** A b**)*;
(viii) (a v b)*=a* Ab*;

(ix) (a ADb)**=a** A b**;

(x) (avb)y**=a** v b**

4.40. Fie L o latice distributiva cu 0 si 1, a€L iar a’
complementul lui ain L.

Sa se demonstreze cd a' (definit la problema 4.39.)
coincide cu a — 0 ( definit la problema 4.19).

4.41. (De Morgan). Fie L o latice distributiva cu 0 si 1.
Daca a, bel iar a' este complementul lui a si b’ este
complementul lui b, atunci a’, a A b i a v b au complementi si
anume:

(@) =a,(anb)=a"vbsi(avb)=a Ab.

4.42. (Glivenko).Pentru o latice L distributiva cu 0 si
pseudocomplementatd notaim R(L) = {a* | aelL}, D(L) =
= {aelL |a* =0} si consideram ¢ : L > R(L), ¢ (a) = a**, aecL.

Sa se arate ca:

(i) R(L) = {aeL | a = a**} si este sublatice marginita a
lui L;

(i) D(L) este filtru al lui L iar D(L) n R(L) = {1};

(ii1) Pentru orice acL, a* v aeD(L);
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(iv) ¢@p este morfism de latici pseudocomplementate
(adica este morfism de latici cu 0 si 1 si in plus, ¢ (a*) = (pp(a))*
pentru orice acL) iar L / D(L) = R(L) ( izomorfism de latici cu 0
sil).

4.43. Fie (L)ic o familie de latici iar L = []Z, (vezi
iel
problema 3.9.).
Sa se arate ca:

(i) L este latice iar pentru orice i€l proiectia p;: L— L;
este morfism de latici;

(i1) Dubletul (L,(p;)ie;) verificd urmatoarea proprietate de
universalitate:

Pentru oricare alt dublet (L', (p;);e) format dintr-o latice
L’ si o familie de morfisme de latici p;”: L” — L, existd un unic
morfism de laticiu : L’ — L a.i. p;ou = p;’, pentru orice i €l.

Observatie. Dubletul (L, (p;)ic1) poartd numele de produsul
direct al familiei de latici (L;); ;.

4.44. Fie (L;);c; o familie de latici complete. Sa se arate ca
si []L; este o latice completa.

iel

4.45. Sa se arate ca daca (L) este o familie de latici
distributive cu 0 si 1, atunci L este de asemenea o latice

iel

distributiva cu 0 si 1.

4.46. Fie L si L’ doua latici si f: L — L' o functie. Sa se
arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) f este morfism de latici;
(i1) pentru orice X, yeL avem:
(1) x<y=f(x) <f(y);
() fxvy) <f(x) v f(y);
3) fx) Afly) < f(x AYy).
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4.47. Fie L si L' doua latici si f: L — L’ o functie. Sa se
arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f este morfism bijectiv de latici (adica f este
izomorfism de latici);

(i1) f este morfism bijectiv de multimi ordonate ( adica f
este izomorfism de multimi ordonate).

4.48. Fie H o algebra Heyting (adicd o latice cu 0 cu
proprietatea ca pentru orice a, beH existd a — b definit in cadrul
problemei 4.19. ).

Sa se demonstreze cd H are 1 si cé pentru orice X, y, zeH
avem:

1) xAE->Yy)<y;

(i) xAyLzeoy<x—z;

(i) x<yex->y=1;

(iv) y<sx-vy;

V) xLy=2z->x2zoys5iy>z<xXx—>7;

Vi) x>F-o2)=xAYy) >z

Vi) xA(Y22)=xA[X AY)> X AZ)];

(viil)) X A (X DY) =XAY;

(ix) xvy)—>z= x->2)A(y—>2);

xX) x>FArz)=x 2y)A(Xx>2);

(xi) (x Dy)* =x** Ay*,

4.49. Fie (L, <) un lant cu 0 si 1. Sa se demonstreze ca L
devine algebra Heyting, unde pentru a, beL,

l,daca a<b
a—>b= .
b,daca b<a

4.50. Fie (X,t) un spatiu topologic. Sa se arate cd daca
pentru D;,D, et definim D;— D,= int[(X \ D;) U D,], atunci
(t, >, D) este o algebrd Heyting.

4.51. Fie L o latice distributivd cu 0 si 1 iar acL un
element ce are complementul a’.

Sa se demonstreze ca:

L~ (a] x (a'] = (a] x [a) (izomorfism de latici cu 0 i 1).
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§5. Latici (algebre) Boole

5.1. Fie 2 = {0,1}. Sa se arate ca 2 devine in mod canonic
latice Boole pentru ordinea naturala 0<0,0<1,1<1.

5.2. Dacda M este o multime nevida, atunci ( P(M), <) este
o latice Boole.

5.3. Sa se demonstreze cd in orice algebrd Boole
(B, A,v, ', 0,1), pentru orice X,yeB avem:
) E)=xExvy)=x'Ay,xAy)=xvy,0=1,

(i) x<ye y <X

(i) x Ay =0<=x<y;

(V) xvy=1y<x;

(V) x=y & K AY)V(XAY)=0;
V)x=yeo K vy)axvy)=1

5.4. Fie n > 2 un numar natural liber de patrate iar D,
multimea divizorilor naturali ai Iui n. S& se arate ca (D,, |) este
latice Boole in care pentru p, qeD,, pAq=(, q9),p Vv q9=[p, ql,
0=1,1=niar p'=n/p.

5.5. Fie (B, + ,-) un inel Boole si a, beB. Sa se arate ca
definind a < b < a-b = a, atunci (B, <) devine o latice Boole in
care pentru a, beB,aAnb=ab,avb=a+b+absia=1+a.

Reciproc, dacd (B, A, v, ', 0, 1) este o algebra Boole, sa se
arate ca definind a+b=(a'Ab)v (aAb’)siab=aAb,atunci
(B, + ,) devine inel Boole.

5.6. Fie (B;, +, ), (B,, +, -) doua inele Boole iar

B, A, Vv, ", 0,1), (By, A, v, ', 0, 1) laticile Boole induse de acestea
(conform problemei 5.5.).
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Sa se demonstreze ca f : B; — B, este morfism de inele
(unitare) daca si numai daca f este morfism de algebre Boole.

5.7. Fie X o multime si Z(X) = {Ac X | A finitd sau X \ A
finita}. Sa se arate ca (Z(X), < ) devine latice Boole.

5.8. Sa se arate cd pentru un filtru propriu F al unei
algebre Boole B urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) F este ultrafiltru;

(i1) Pentru orice xeB\ F avem ca x'eF .

5.9. S& se arate cd pentru un filtru propriu F al unei
algebre Boole B urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) F este ultrafiltru;

(i1) 0 ¢F si pentru orice elemente x, yeB daca x v yeF
atunci xeF sau yeF (adica F este filtru prim).

5.10. Fie ( B, A, v, ', 0, 1) o algebrd Boole. Pentru Mc B
notam M’ = {x' | xeM}.
Sa se arate ca:
(i) DacaF € F(B), atunci F'eI(B);
(i1)) Dacal € I(B), atunci I'eF(B);
(iii) Daca F € F(B), atunci F UF’ este subalgebra Boole
a lui B in care F este ultrafiltru (reamintim ca prin F(B) am notat
multimea filtrelor lui B iar prin [(B) multimea idealelor lui B);
(iv) F(B) si I(B) sunt fata de incluziune latici complete,
distributive.

5.11. Daca B este o latice Boole iar A < B, vom spune ca
A are proprietatea intersectiei finite (PIF) daca infimumul oricarei
parti finite a lui A este diferit de zero.

(i) Sa se arate ca daca A < B are (PIF), atunci pentru orice
xeB, A U{x} sau A U {x'} are (PIF);
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(i) Daca (A))ic1 este o familie de submultimi ale lui B ce
au fiecare (PIF) si formeaza un lant fatd de incluziune, atunci
U A, are (PIF).

iel

5.12. Sa se arate ca orice filtru propriu F dintr-o latice
Boole B se poate extinde la un ultrafiltru Up.

5.13. Sa se arate ca orice multime de elemente ale unei
latici Boole ce are (PIF) se poate extinde la un ultrafiltru.

5.14. Aratati cd orice element x # 0 dintr-o latice Boole
este continut intr-un ultrafiltru.

5.15. Daca B este o latice Boole si x, yeB cu x # y, atunci
existd un ultrafiltru U al Iui B a.1. xeU i yg U.

5.16. Fie I o multime. Sa se arate cd 1in laticea Boole
(P(D), © un filtru F este principal dacd §i numai daca
N{X | XeF}eF.

5.17. Fie I o multime si F un filtru principal in laticea
Boole ( P(I), ©). Daca F = [X) ( cu X, < ]) sé se arate cd F este
ultrafiltru daca si numai dacd multimea X, este formata dintr-un
singur element.

5.18. Daca I este o multime, atunci orice ultrafiltru
neprincipal al laticei Boole ( P(I), < ) nu contine multimi finite.

5.19. Daca I este o multime infinita, atunci laticea Boole
(P(X), ©) contine ultrafiltre neprincipale.

5.20. Fie B, si B, doua algebre Boole iar f: B, — B, o
functie. Sa se arate ca urmdtoarele conditii sunt echivalente:

(i) f este morfism de algebre Boole;

(ii) f este morfism de latici marginite;
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(iii) f este morfism de inf-semilatici si f(x") = (f(x))’ pentru
orice xeBy;

(iv) f este morfism de sup-semilatici si f(x') = (f(x))
pentru orice xeB;.

5.21. Fie f : B; —> B; un morfism de algebre Boole iar
Ker(f) = f {0} = {xeB,| f(x) = 0}. Si se arate ca Ker(f) € I(B,)
iar f este ca functie o injectie daca si numai dacad Ker(f) = {0}.

5.22. Fie f : B; — B, un morfism de algebre Boole. Sa se
arate ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) feste izomorfism de algebre Boole;
(i1) feste surjectiv si pentru orice X, yeB; avem x <y < f(x)

<f(y);

(iii) f este inversabild si f "' este un morfism de algebre
Boole.

5.23. Fie (Bj)ia o familie de algebre Boole iar

B = []B; (produs direct de multimi ordonate; vezi problema 3.9.).
iel

Sa se arate cda B devine in mod canonic o algebrd Boole,

proiectiile (p;)ic; sunt morfisme de algebre Boole iar dubletul (B,

(piier) verifica urmatoarea proprietate de universalitate:

Pentru oricare alt dublet (B’, (p;):)) cu B” algebra Boole
iar p;”: B’ — B; morfisme de algebre Boole, exista un unic
morfism de algebre Boole u : B’ — B a.l. p;ou = p;’, pentru orice
iel

Observatie. Dubletul (B, (pi)ic;) poartd numele de
produsul direct al familiei de algebre Boole (B)); ;.

5.24. Fie M o multime oarecare iar 2= { f: M — 2 }.
Definim pe 2" relatia de ordine f< g < f(x) < g(x), pentru orice
xeM ( vezi problema 4.21).
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Si se arate ca (2™, <) devine latice Boole izomorfa cu
laticea Boole ( P(M), < ).

5.25. Fie (B, A, v,/, 0, 1) o algebra Boole, acB si
B.=[0,a] = {xeB: 0 <x < a}. Pentru xeB, definim x* =x' A a.

Sa se arate ca:

(1) (Ba, A, Vv, *,0, a) este o algebra Boole;

(i) a,: B —> B,, a,(x) =a A x, pentru xeB este morfism
surjectiv de algebre Boole;

(iii)) B = B, x B, (izomorfism de algebre Boole).

5.26. Pe P(N) definim relatia A ~ B < A A B este finita.

Sa se arate ca ~ este o relatie de echivalenta pe P(N);
notdm cu A~ clasa de echivalentd a lui AeP(N).

Sa se arate ca daca pentru A7, B eP(N)/~ definim

A” < B” < A\ B este finita, atunci (P(N)/~, <) este o latice
Boole.

5.27. Intr-o algebra Boole (B, A, v, ', 0, 1), pentru x,yeB
definim:
X > y=X Vysix oy=(x>y) A (YyX).
Sa se arate ca pentru orice X,y,zeB avem:
(i) x<yex-oy=I;
i) x>0=x,0->x=1,x>1=1,1>x=X%,
x—=>x=1,x >x=%, x> X' =X;
(i) x> (y—>x)=1;
1v) x> (y—>z)=(x>Yy) > (x> 2);
V) x> G52 =(xAY) > 7;
(vi) Dacax<y,atunciz—>x<z—>ysi
y—>z< X7z
(Vi) (x> V) AY =V, XA (X Y) =X AY;
Vi) x> yV)A(Y—o2) £ x>z
(ix) (x>y)>y)>y=x-y;
x) x->y)>y=@F-o>Xx)>Xx=xVYy;
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(xi) x—)y=sup{zeB|X/\z§y};

i) x>FArz2)=x—oy)AX>2);
(xiil)) xvy)—>z=x—>2) Ay > 2);
xiv) xA(Y 2 2)=xA[EXAY)> X AZ)];
xv) xeoy=lox=y.

5.28. Fie (B, A, Vv, ', 0, 1) o algebra Boole iar FeF(B). Pe
B definim urmatoarele relatii binare:
X~y < existifeFal x Af=yAaf,
XRpy<x<>yel
(unde x > y = (X2>Y)A(Y— X) = (X'VY)A(Y' VX)).
Sa se arate ca:

not

1) ~F =®F =Pr

(i) pr este o congruenta pe B;

(iii) Daca pentru xeB notdm prin x/F clasa de echivalenta
a lui x relativd la pg, B/F = {x/F| xeB}, atunci definind pentru
x,yeB, x/F A y/F = (xAy)/F, x/F v y/F = (xvy)/F si (x/F)" = x'/F,
atunci (B/F, A, v, ', 0, 1) devine In mod canonic algebra Boole
(unde 0 = {0}/F = { xeB | x" eF} iar 1= {1}/F =F).

5.29. Fie B4, B, doua algebre Boole iar f: B; —» B, este un
morfism de algebre Boole. Sa se arate ca daca notam prin
Fe=f"({1}) = {xeB, | f(x) =1}, atunci:
(i) FreF(By);
(i1) f ca functie este injectie < Fy= {1};
(iii) B/ F¢ =~ Im(f) ( unde Im(f) = f(B))).

5.30. Sa se arate cd pentru un filtru propriu F al unei
algebre Boole B urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) F este ultrafiltru;

(i1) B/F ~ 2.

5.31. (Stone). Pentru orice algebra Boole B existd o
multime M a.i. B este izomorfa cu o subalgebrd Boole a algebrei
Boole (P(M), ©).
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5.32. (Glivenko). Fie (L, A, *, 0) o inf — semilatice
pseudocomplementata. Atunci cu ordinea indusa de ordinea de pe
L, R(L) devine algebra Boole iar L / D(L) = R(L) ( izomorfism de
algebre Boole — vezi problema 4.42. (iv)).

5.33. Fie (A,+,") un inel Boole (unitar), A" < A un subinel
propriu, ac A\ A’ iar A’(a) subinelul lui A generat de A’ U {a}.

Sa se arate ca:

() A'(@)={x+ya|x,yeA'};

(i) Pentru orice inel Boole C complet (fatd de ordinea
definita conform problemei 5.5. ) si orice morfism (unitar) de
inele f: A’ — C existd un morfism (unitar) de inele ' : A'(a) > C
al f'y =1

5.34. (Nachbin). Sa se demonstreze ca o latice distributiva
marginitd L este o latice Boole dacd si numai daca orice filtru
prim al lui L este maximal.

5.35. (Nachbin). Sa se demonstreze ca o latice marginita
L este o latice Boole dacd si numai dacd notand prin Spec(L)
multimea idealelor prime ale lui L, atunci (Spec(L), <) este
neordonata ( adica pentru orice P,QeSpec(L), P # Q, Pz Q si

QzP).
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§6. Calculul propozitiilor

Reamintim ca sistemul formal al calculului propozitional
este format din urmatoarele simboluri:

(1) Variabile propozitionale, notate u, v, w, ... (eventual
cu indici) a cdror multime o notdm prin V i se presupune
numarabila,

(2) Conectorii sau simbolurile logice:

| : simbolul de negatie (va fi citit : non),

— : simbolul de implicatie (va fi citit : implica),

(3) Simbolurile de punctuatie: ( ,), [ , ] (parantezele).

Numim cuvdnt (sau asamblaj) un sir finit format din
simbolurile (1)-(3) scrise unul dupa altul.

Numim formula orice cuvant ¢ ce verificdA una din
conditiile urmatoare:

(1) o este o variabila propozitionala,

(ii) exista o formula y a.i. ¢ = |y,

(iii) exista formulele v, 0 a.i. ¢ = y—0.

Vom nota prin F multimea formulelor.

Observatie. Putem considera definirea notiunii de formula
de mai sus ca fiind data prin inductie: momentul initial al definitiei
prin inductie este dat de conditia (i) iar analogul trecerii de la ,.k la
k+1” din inductia matematica completa este asigurat de (ii) si (iii).

Introducem abrevierile: V (disjunctia), A (conjunctia) si
> (echivalenta logica) astfel:

oVy = lo—vy,

oAy = (o= 1) si

oy = (0—Y)A(y—) pentru orice ¢, yEF.

O axioma a sistemului formal al calculului propozitional
are una din urmatoarele forme:

Ar: ¢—(y—9),

Az (9= (y—x) = ((9—y)—(9—))),

Azt (To—1v)—=(y—0).
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O teorema formala (pe scurt, o teorema) este o formula ¢
ce verifica una din urmatoarele conditii:

(T)) ¢ este o axioma,

(T,) Exista o formula y a.i. y si y—o sunt teoreme.
|8 d

@

regula de deductie modus ponens (scris prescurtat m.p.).

O demonstratie formald a unei formule ¢ este un sir finit

Conditia (T,) se scrie schematic si se numeste

de formule ¢y, ..., ¢, a.l. @,= @ si pentru orice 1<i<n se verifica
una din conditiile urmatoare:

(1) @; este 0 axioma,

(2) Exista doi indici k, j <ia.l. gx=@;— ¢

Se observa ca proprietatile (1) si (2) de mai sus nu
exprima altceva decat conditiile (T,) si (T,), deci formula ¢ este o
teoremd formald dacd §i numai dacd admite o demonstratie
formala @y, ..., ¢, (n se numeste lungimea demonstratiei formale a
lui ).

Vom consemna faptul ca ¢ este o teorema formala scriind
F ¢ iar multimea formulelor demonstrabile o vom nota prin Prov.

Evident, o teorema poate avea demonstratii formale de
lungimi diferite.

Fie I' o multime de formule si ¢ o formula. Vom spune ca
enuntul ¢ este dedus din ipotezele I, dacd una din conditiile
urmatoare este verificata:

(Dy) @ este o axioma,

(Dy) o€ T,
(D3) Exista o formuld y a.i. y si y—¢ sunt deduse din
ipotezele I
I~y

si se numeste
T |— 0]

Conditia (D;) se mai scrie

tot modus ponens. Dacd ¢ este dedus din I vom nota I'~¢.
O T - demonstratie formala a unei formule ¢ este un sir

de formule @, ..., ¢, a.i. ¢,= @ si pentru orice 1<i<n se verifica
una din conditiile urmatoare:
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(1) @; este 0 axioma,

Q) e,
(3) Exista doi indici k, j <ia.l. gx=@;— ¢i.

Atunci I'¢ daca si numai daca existd o I' - demonstratie

lui o.

Observatie. (1) O+ @ daca si numai daca o,

(i1) Dacéa ¢, atunci '@ pentru orice ['SF .

Prin L, notdm algebra Boole cu doua elemente {0, 1}.

6.1. (Principiul identitatii). Sa se demonstreze ca daca
¢€F, atunci

=o— 0.

6.2. Sa se demonstreze ca daca o, y, y€F, atunci
= (y=0—=10=w)—=(e—p].

6.3. Sa se demonstreze ca daca ¢, yE€F, atunci
= (lo)—= (o).

6.4. (Principiul tertului exclus). S se demonstreze ca

dacd ¢€F, atunci

= oV(lo).

6.5. Fie I', ACF si o€F. Sa se demonstreze ca

(i) Daca I'cA si I'~o, atunci A-o;

(ii) Daca ', atunci existd I' " <T finitd a.i. I Fo;
(iii) Daca I'y, pentru orice xEA si Ao, atunci ['~o.

6.6. (Teorema deductiei). Sa se demonstreze ca daca ¢,

yeF si 'SF, atunci
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I'(p—v) daca si numai daca TU {@} .

6.7. Sa se demonstreze ca daca o, y, y€F, atunci

F (e—=y)—=((y—=0)—(9—Y))-

6.8. Sa se demonstreze ca daca o, y, y€F, atunci

F (0= (y—0)—=(y—(9—Y)).

6.9. Sa se demonstreze ca daca ¢, yE€F, atunci

= o—(lo—y).

6.10. Sa se demonstreze ca daca ¢, y€F, atunci

= To—(e—).

6.11. Sa se demonstreze ca daca ¢&€F, atunci

= 11o—0.

6.12. Sa se demonstreze ca daca ¢, yEF, atunci

= (o—y)—(ly—10).

6.13. Sa se demonstreze ca daca ¢€F, atunci

Fo—11lo.

6.14. Sa se demonstreze ca daca ¢&€F, atunci

= (p—19)—To.

6.15. Sa se demonstreze ca daca ¢, yEF, atunci
= o= (ly—1(o—y)).
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6.16.

6.17.

6.18.

6.19.

6.20.

6.21.

6.22.

6.23.

6.24.

Sa se demonstreze ca daca ¢, yE€F, atunci

F o—(oVy).

Sa se demonstreze ca daca ¢, yEF, atunci

Fy—(eVy).

Sa se demonstreze ca daca ¢, y, y€F, atunci

F (@—=0)—=((v—0)—(eVy—y).

Sa se demonstreze ca daca ¢, y€F, atunci

= OAY—0.

Sa se demonstreze ca daca ¢, y€F, atunci

= QAY—VY.

Sa se demonstreze ca daca ¢, y, y€F, atunci

= (@)= (=== 0 AY).

Sa se demonstreze ca daca ¢, y€F, atunci

E OAY—DYAQ.

Sa se demonstreze ca daca ¢, yE€F, atunci

F o= (y—0AY).

Sa se demonstreze ca daca ¢, y, y€F, atunci
= (@A Vv A= (V) Ap).
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6.25. Sa se demonstreze ca daca ¢, v, x, O€F, atunci

F ((—=0)—=[(o—(y—1)—(e—(y—0))].

6.26. Sa se demonstreze ca daca ¢, y, x€F, atunci

F (= (y—p))—=(@Ay—y).

6.27. Sa se demonstreze ca daca ¢, y, y€F, atunci

F (@ Ay—)—=(o—(y—y)).

6.28. Sa se demonstreze ca daca ¢, y, y€F, atunci
= (V)= ((0AYV (yAY)).

6.29. Sa se demonstreze ca daca ¢, vy, y€F, atunci
= ((oVW) A= ((0AYV (yAY)).

6.30. Sa se demonstreze ca daca ¢, yE€F, atunci

FoAlo—vy si Ey—oVlo.

6.31. Fie 'cF si p&F. Sa se demonstreze ca ['~¢ daca si

numai daca existd vy, ..., y,€I a.l.
n

= ,/\1 Vi
6.32. Sa se demonstreze cd pentru o multime nevida Z=F

urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) Daca o€F si X+, atunci pEZ;
(i) £ contine toate formulele demonstrabile si daca a,

BEF ai. a, o—PEX, atunci BEX.
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Observatie. O multime nevida X de formule ce verifica
una din cele doud conditii echivalente de mai inainte se numeste
sistem deductiv.

6.33. Sa se demonstreze cd pentru orice ¢, y€F, ¢ si

Fy daca si numai dacd QA W.

6.34. Sa se demonstreze ca relatia < definita pe F prin

P=Vy = F ooy
este o relatie de preordine pe F.

6.35. Sa se demonstreze ca relatia = definita pe F prin

Q=Y S ooysi - y—0
este o echivalenta pe F.

6.36. Sa se demonstreze ca relatia definita pe F/= prin
A N
este o relatie de ordine pe F/= (unde prin ¢ am notat clasa de

echivalentd a lui ¢ relativa la =), ce confera lui F/= structura de
latice Boole.

Observatie. Algebra Boole (F/=, A, Vv, ], 0, 1)

corespunzatoare laticei Boole (F/=, <) poartd numele de algebra
Lindenbaum-Tarski a calculului cu propozitii.

6.37. Sa se demonstreze cd daca notdm prin p : F — F/=
surjectia canonica, p(¢) =¢ pentru orice @&€F, atunci pentru orice
¢, Yy avem:

(i) + @ daca si numai daca p(¢)=1;
(i) p(eAY) = p(@) Ap(V);
(ii1) p(eVy) = p(¢) Vp(V);
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(iv) p(19) = Ip(9);

(V) (¢ = ) = p(¢) — p(V);

(V) p(¢ <> v) = p(@) < p(V).

Observatie. (1) ne ofera o metoda algebrica de verificare
dacd o formula este demonstrabila iar egalitatile (ii) - (vi) ne arata
felul 1n care conectorii logici sunt convertiti In operatii booleene.

6.38. Utilizind (i) de la problema precedentd si se
demonstreze ca pentru oricare formule a, 8, vy, 6€F avem:
Flo—= B —=98]—=[(a—=(y—19)—(a—(p—093)I

6.39. Sa se demonstreze cd pentru orice functief: V— L,
existd o unicd functie f :F — L, ce satisface urmatoarele
proprietati:

(1) f (v) = f(v), pentru orice vEV;

(i) 7 (19)= 17 (9), pentru orice pEF;

(i) f (¢—y) = f(9) = f (y), pentru orice @, yEF.

Observatie. O functie f : V — L, se zice o interpretare
pentru sistemul formal L al calculului cu propozitii.

6.40. Fie f : V — L, iar f: F — L, functia a cérei
existenta este asiguratd de problema 6.39..

Sa se demonstreze ca pentru oricare doud formule ¢, yEF
avem:

(iv) f(eVy)= f(@)V f (¥
V) f (@AW= (@A f(w);
Vi) f(p W)= 1)< fW).

6.41. Sa se demonstreze ca daca f : V — L, este o
interpretare pentru L, atunci existd un unic morfism de algebre

Boole f :F/= — L, ce face comutativd urmitoarea diagrama:
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p
v C— F

F/=

7/
7/
7/
7/
7/
~ 7/ -
£ A S
//
|4
L,

(p fiind surjectia canonica definitd prin p(¢) =¢ pentru orice
o€F).

Observatie. Daca f: V — L, este o interpretare pentru L si
¢€F, vom spune ca ¢ este adevarata pentru f daca f((p) =1si

vom scrie 1n acest caz cd f F ¢. Daca 7 (0) = 0 vom spune ca ¢

este falsa pentru f'si vom scrie non (f F o).

Vom spune despre ¢EF ca este o tautologie daca f F ¢
pentru orice interpretare f: V — L,. Vom nota prin Taut multimea
tautologiilor (reamintim ca prin Prov am notat multimea
formulelor demonstrabile ale lui L).

6.42. Sa se demonstreze ca

Prov € Taut.

6.43. Fie f: F/= — L, un morfism de algebre Boole.

Definim g¢: V — L, prin g(v) = f(v) pentru orice v€V.
Sa se arate ca gy este o interpretare a lui L a.1. pentru orice formula

¢EF avem g, (9) =f(9).

6.44. Sa se demonstreze ca Taut S Prov.
Observatie. Din problemele 6.42. si 6.44. deducem
egalitatea:
Taut = Prov,
rezultat cunoscut sub numele de teorema de completitudine a
calculului cu propozitii.
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§7. Calculul cu predicate
1.Limbajul asociat unei clase de structuri

O structura de ordinul I (sau de prim ordin) este de forma:
A=<A{fi}ic {Rj}jen {Cfkex™ unde:
- A este o multime nevida numita universul structurii A ,
- F;: A" — A este o operatie n; —ard (n; > 1) pentru orice
iel,
- Ryc A" este o relatie m;- ard (m> 1) pentru orice j€J,
- cx€A este o constantd pentru orice ke K.

Spunem ca A este de tipul 7= < {ni}ic;, {Mj}jes, {0}ker>.
Pentru clasa structurilor de un tip fixat T vom defini un
limbaj de ordin I cu egalitate sau de prim ordin cu egalitate L.

( numit si calculul cu predicate) dupa cum urmeaza:
Alfabetul Tui L. este format din urmatoarele simboluri
primitive:
(1) o multime infinitd de variabile u,v,w,X,y,z,...(eventual
indexate),
(2) simboluri de operatii: f, pentru orice iel ( lui f; 1i este
atasat n; > 1 numit ordinul lui f),
(3) simboluri de relatii (predicate): R;, pentru orice jeJ ( lui
R; 1i este atagat m; > 1 numit ordinul lui R;),
(4) simboluri de constante : c, pentru orice keK,
(5) simbolul de egalitate : =,
(6) comnectorii : 1, -,
(7) cuantificatorul universal : Vv,
(8) simboluri de punctuatie: ( ,), [ , ] (parantezele).
Multimea fermenilor lui L, se defineste prin inductie:
(1) variabilele si simbolurile de constante sunt termeni,
(i1) daca f este un simbol de operatie de ordin n ( n — ard)
si ty,..., t, sunt termeni, atunci f{(ti,...,t,) este termen.

Observatie. Pentru simplificare, vom spune:

56



- operatii In loc de simboluri de operatii,
- relatii (predicate) in loc de simboluri de relatii
(predicate),

- constante in loc de simboluri de constante.

Formulele atomice ale lui L, sunt definite astfel:

(i) daca t;, t, sunt termeni, atunci t; = t, este formula
atomica,

(i1) daca R este un predicat de ordin n, atunci R(t;,...,t,) este
formula atomica pentru orice termeni ty,...,t,.

Formulele lui L, sunt definite prin inductie:

(1) formulele atomice sunt formule,

(ii) daci ¢ este formuld, atunci lp este formula ,

(iii) daca ¢, y sunt formule, atunci ¢— este formula,

(iv) daca ¢ este formula, atunci Vx ¢ este formula, x fiind
variabila.

Analog ca in cazul calculului cu propozitii introducem
abrevierile v (disjunctia), A (conjunctia) si <> (echivalenta logica)
astfel:

ovy=lo>y

ony=1lo—lo)

¢ <>y = (0 — y)A (¥ — 0), pentru orice formule @,\.

De asemenea, se introduce cuantificatorul existential 3

prin:
Ix¢@=|Vx lp, cuo formuld iar x variabila.
Vom defini prin inductie:
FV(t) = multimea variabilelor libere ale termenului t si
FV(p) = multimea variabilelor libere ale formulei ¢
astfel:

(i) FV(t) este introdusa astfel:

- dacat este variabila x, atunci FV(t) = {x},

- dacat este constanta c, atunci FV(t) = &,

- dacd t = f(ty,....t;) ( cu f operatie n — ara iar t, ....t,

variabile sau constante), atunci FV(t) = Y FV(t).

(i1) FV (o) este introdusa astfel:
- daca ¢ este de tipul t; =t,, atunci:
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FV(p) =FV(t;) U FV(t),
- dacd ¢ este de tipul R(t,,...,t;) cu R predicat n — ar iar

ti, ..., t, variabile sau constante, atunci FV(¢p) = U FV(t),
i=1

- dacagp= ] v, atunci FV(@) = FV(y),
- dacd ¢ =y — 0, atunci FV(p) = FV(y) U FV(0),
- dacd ¢ =V x vy, atunci FV(p) =FV(w) \ {v}.
Consecinte imediate:
- dacao= yAb,yvO, ye 0 atunci
FV(9) = FV(y) U FV(6),
- daca o= I x vy, atunci FV(p) =FV(y)\ {vy}.
Dacid xeFV(o), atunci x se va numi variabila libera a lui @
iar in caz contrar variabila legata.
O formula fara variabile libere se numeste enunt.
In cele ce urmeaza vom nota prin:
- V.- multimea variabilelor lui L.,
- F. - multimea formulelor lui L.,
- E, - multimea enunturilor lui L..
Daca FV(¢p) < {x,...,X,} atunci vom scrie ¢(Xy,...,Xy,).
Daca ¢eF, xeV si avem o¢(x) definit, atunci pentru un
termen t definim ce este ¢(t):
- dacdy este variabila liberd in t, atunci se inlocuieste y cu
o variabila v ce nu apare in @(x) sau in t, In toate locurile unde y
este legatd in o,
- seinlocuieste apoi X cu t.
Exemplu:
Fie L limbajul laticilor, p(x)=3J y (x=y)sit =y v z
Atunci:
- Ix(x=y)w Av(x=V)
- oe)vafidv(xvz=v).

Reamintim axiomele calculului cu predicate:

By: Axiomele A; — Aj ale calculului propozitional,
Bi: VX (9 —> vy) >(p > Vxvy),dacd xgFV(o),
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By: Vx @(x) = ¢(t) (t termen),

Bs:x=x,

Bix=y > (t(vi,- X V0) = t(Vise e Y51 5V0)),
Bs:x=y = (0(Vi,...,X,...,Vn) = O(V1,...,¥,. . .5V0)).

Calculul cu predicate are doua reguli de deductie:
a,a—>f

- modus ponens (m.p.): >

(4

- generalizarea (G) : Vg -

Teoremele formale ale lui L, se definesc prin inductie:

- axiomele sunt teoreme formale,

- dacd o, o—f sunt teoreme, atunci B este teorema (m.p.),
- daca ¢ este teorema, atunci V x ¢ este teorema (G).
Notatie. Daca ¢ este teoremd formald, vom scrie lucrul

acesta prin ~ o.
Observatie. Teoremele formale ale calculului cu propozitii
raman teoreme formale si ale calculului cu predicate.

2.Interpretari ale calculului cu predicate

Fie A o structurd corespunzitoare limbajului L.. Daci f
(respectiv R, respectiv c) este un simbol de operatie (respectiv

simbol de relatie, respectiv simbol de constantd) vom nota cu f 4
(respectiv R# | respectiv ¢ ) operatia (respectiv relatia, respectiv
constanta) corespunzitoare din 4 .

O interpretare alui L. in 4 este o functie s : V, = A.
Pentru orice termen t si pentru orice interpretare s definim

prin inductie 4 (s)eA astfel:
- dacd t este o variabila v, atunci 4 (s) =s(v),
- dacdt este o constanta c, atunci t4 (s)=c 4 ,
- dacat =f{ty,...,t,), atunci t;(s) =f4 (tlg(s),..., tf(s)).

Pentru orice formuld ¢ si pentru orice interpretare s definim
prin inductie:
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o)l =1l o(s)l| ; €Lo={0,1}, astfel:
(i) pentru formulele atomice:

- daca ¢ este t; =t, atunci:
1, daca t{ (s) =15 (s)
0,daca ' (s) # t5 (s)

o)l =

- dacd ¢ este R(t;,...,t,) atunci:

1)l =1 (& (9)..s t; ()R ™.
(i) pentru formulele oarecare:
- pentru formulele atomice a fost definit,
- dacd ¢ = Ty, atunci | o(s)|| = 11| w(s)ll,
- daca ¢ = a — P, atunci

eI = Il a(s)l|= [ B,
- daca ¢ este V x y, atunci

o0 = G| 2 Dl unde s Vst

este o interpretare definita de s {x} V)= {a’ daca ‘i: T
a s(v),daca v #x

Consecinfe imediate:

-daca @ =av B[ @) = [l a@)l| v I BO)I,

-daca @ =a A B[ @@)] =l a@) A I BE)I,

-dacd ¢ = o & B [ @(s)l| = [| a(s)[| <> [| B(s)Il,

~dacip=3xy:[lo®)= v | w(sm)n.

Observatie. Fie ¢(Xy,...,X,), a1,...,a,€A, iar t(xy,...,X,) un
termen.

Definim: t* (ag,..,an) = t4 (s)eA,

| o(ar,....an) || = o(s) || €L,
unde s : V. —> A este o interpretare a.i. s(x;) = a;, i=l,..,n.

Problemele 7.13. si 7.14. ne aratd cd definitia lui t4 (ar,..,a,) si
|| o(ay,...,a,) || este corecta.
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Notim A4 E ¢[ay,...,a,] < || o(ay,...,a,) || = 1.

Cu aceasta notatie, transcriem unele din proprietatile din
definitia lui || ||:

- daca @(xy,...,X,) este t;(Xi,...,X,) = t(Xy,...,X,), atunci

AE @lay,...,a,] < ti(ag,...,.a) = t4 (ay,...,a,),

- daca @(xy,...,X,) este R(t;(X1,-.,Xpn)s-»tm(X15--,Xn)), atunci

A= olay,...a] < (t{ (ay,....a0),...., t 2 (ay,...,a)))eR 4,

- daca @(x4,...,X,) este | y(Xy,...,X,), atunci

AE @lay,...,a] & 4 ¥ ylay,...,a,,

- daca o(x4,...,X,) este a(Xy,...,X,)VP(X1,...,X,), atunci

AE @[ay,...,a,] © 4 E afay,...,a,] sau 4 = B[ay,...,a.],

- daca @(xy,...,X,) este a(Xi,...,.X )AP(Xy,. . .,X,), atunci

AE @[ay,...,a,] & 4 E afay,...,a,] si 4 E Blay,...,a.],

- daca o(x4,...,X,) este a(Xy,...,X,)—> P(X1,...,X,), atunci

AE @[ay,...,a,] < (4 = ofay,....a,] = 4 = Blay,...,an]),

- daca @(xy,...,X,) este VX y(X, Xj,...,X,) atunci

A E @[ay,...,a,] < pentru orice acA, 4 E yla, aj,...,a,],

- daca o(xy,...,x,) este Ix y(X, Xi,...,X,) atunci

AE olai,...,a,] < existi acA, AE y(a, ajy,...,a,).

Observatie. Daca ¢ este un enunt, atunci ||p(s)|| nu
depinde de interpretarea s si notam || @ || = ||p(s)|. Astfel:

A= <ol =1. ~ ~

Spunem in acest caz ca ¢ este adevarat in A sau ca A
este model al lui @. Dacd I' este o multime de enunturi, atunci
spunem ci A este model al lui I"daci A = ¢ pentru orice pel’

(notim 4 ET).

Fie C o multime de constante noi (distincte de constantele
lui L;). Consideram limbajul L.(C) obtinut din L, prin addugarea
constantelor din C. O structura corespunzatoare lui L,(C) va fi de
forma (4, a.)ccc cu a.€A pentru orice ceC ( a, este interpretarea
constantei ceC). Daca C = {cy,...,c,} atunci o structurd pentru
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L‘C(C 1s

i=1,...

avem:

avem:

avem:

avem:

avem:

avem:

avem:

..,Cn) va fi de forma (4, ay,...,a,), cu a; interpretarea lui c;,

n.
3. Probleme propuse.

7.1. Sa se demonstreze cd pentru orice formuld ¢eF,
VX Vyo(xy) = Vy VX @Xxy).
7.2. Sa se demonstreze ca pentru oricare formule ¢,y eF;

=V X (9(x) = w(x) = (VX 0(x) = VX y(X)).

7.3. Sa se demonstreze cd pentru orice formuld @eF,
FVXx o 13x —|(p.

7.4. Sa se demonstreze ca pentru oricare formule ¢,y eF,
FVx(pey) > (Ve © Vxvy).

7.5. Sé se demonstreze ca pentru oricare formule @,y eF,
F(poVxy) > Vx(p—vy),daca xgFV(p).

7.6. Sé se demonstreze ca pentru oricare formule @,y eF,
FVX(pX) >y @xo (x)—> vy), dacaxgFV(y).
7.7. Sa se demonstreze ca pentru oricare formule ¢,y eF,

=V X (9 () A () > (7 X 9(x) A VX (X)),
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7.8. Sa se demonstreze ca :

() Fx=y->y=x

(i) F k=y)A(y=2) >x=2%

(i) = x=y > (p(x) <>¢(y)), pentru orice peF..

Observatie. Deductia din ipoteze 2, notatd X o
( £ multime de formule, ¢ formuld) se introduce recursiv:

1) ¢ axioma,

2) pez,

3) existayal Xy, X y—>o,

. .3y,
(scriem schematic: | ;/‘_V;_w m.p. )

4) existaiyal Zrysio=Vxy

. . Iy
(scriem schematic: z\-‘vi.,/ (QG)).

7.9. (Teorema deductiei). Sa se demonstreze cd pentru
orice multime de formule £ c F, avem:
ZU{pf Py S X ooy,
pentru oricare yeF. iar ¢ enunt.

7.10. Sa se demonstreze ca relatia = definita pe F, prin:

P=YSFQOYSEOoYSiEY 0
este o echivalenta pe F..

7.11. Sa se demonstreze ca relatia definita pe F./= prin:
Py SEo>y
este o relatie de ordine pe F./= ce confera lui F./= structurad de
latice Boole (unde prin ¢ am notat clasa de echivalenta a lui ¢

relativa la =).
Observatie. Algebra Boole (F./=, A, v, —|, 0, 1
corespunzatoare laticei Boole (F./=, <) poartd numele de algebra
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Lindenbaum — Tarski a limbajului L. (sau a calculului cu
predicate).

7.12. Sa se demonstreze ca dacd ¢eF,, atunci in algebra
Boole F./= avem:

PN A~
VX o(x) = /> o(v) iar
N AN

Ixex) = V. o(v).

7.13. Pentru orice interpretari s1,8,: V. — A si pentru orice
termen t avem :

SiFve = Sapvey = 7 (s1) =t (s2).

7.14. Sa se arate ca daca pentru orice formuld ¢eF, si
pentru orice interpretari s;,s, avem:

S1IFV(g) = S2FV(e) » Atunci [lo(sy)|| = [lo(sy|-

7.15. Sa se demonstreze cad pentru orice termen t(xy,...,X,)
al lui L; si pentru orice ay,...,a,€A avem:

t(Cy,...,Cp) ) =t4 (ay,...,a,).

7.16. Sa se demonstreze ca pentru orice formulda
o(X1,...,X,) al lui L, si pentru orice ay,...,a,€A avem:

(A4,ay,....a) E @(cy,....c) & A E @[ay,...,a].

Daca L, este un limbaj de ordin I (cu egalitate), F,
multimea formulelor sale si E. multimea enunturilor sale, atunci
cardinalul lui L, este |L.|=|F, =|E.

Fie C o multime de constante noi si L(C) limbajul extins
prin addugarea constantelor din C.

Observatie. Daca |L,| = |C|, atunci |L.(C)| = |L,].
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7.17. Fie ¢(c)e L(C) cu p(x) €F si ceC. Daca T este o
teorie in L, atunci T + o¢(c) in L(C) dacd si numai daca
THVX @(x) in L..

7.18. Daca T este o teorie in L, atunci T consistenta in L,
implicd T consistentd in L(C) (reamintim cd o multime X de

formule se zice inconsistenta dacd X+ pentru orice @eF; si
consistentd daca nu este inconsistenta).

Observatie. Vom considera In continuare numai teorii
inchise ( formate numai din enunturi ).

Definitie. Fie T o teorie consistentd in L.(C). Atunci T se
numeste teorie Henkin daca pentru orice formuld ¢(x) a lui L(C)

cu cel mult o variabila liberd x existd ceC ai. T ~ 3Ix ¢p(x)—>
®(c).

Observatie. Implicatia T + o(c) —>3Ix ¢@(x) are loc
intotdeauna.

7.19. Fie L; si C a.l. |LT| = |C|. Dacid T este o teorie
consistentd in L., atunci existd o teorie Henkin 7 in L.(C) cu
Tc T.

7.20. Sa se arate ca daca T este teorie Henkin si TCT' este
consistentd, atunci T’ este teorie Henkin.

7.21. Sa se arate ca daca T este o teorie consistentd a lui

L., atunci existd o structurd 4 ai. 4 ETsi |4 |< L. |.

Definitie. Fie £ o multime de enunturi ale lui L,. Definim
deductia semanticd ¥ = ¢ prin:

AE X = A= ¢ (¢enunt).
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7.22. (Teorema de completitudine extinsa). Sa se arate ca
dacad T este o multime de enunturi si ¢ este un enunt din L.,
atunci:

THooTE .

7.23. (Teorema de completitudine a lui L,). Pentru orice
enunt ¢ al Iui L, avem:

Fo&= FEo.
7.24. (Teorema Lowenheim-Skolem). Fie T o multime de
enunturi Intr-un limbaj numarabil L.. Daca T are un model, atunci

T are un model cel mult numarabil.

7.25. (Teorema de compacitate). O teorie T admite un
model daca si numai daca orice parte finitd a sa admite un model.
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B:SOLUTII

§1. Multimi, functii, relatii binare.

1.1.Fiex=2€Qcu p, Q€Z, q#0 (putem presupune ca p si q nu
q

sunt simultan pare).

2 2
. ap” +bpg +c o . .
Atunci ax? +bx+c= W . Cum in fiecare din cazurile

q
(p, q impare) sau (p par, q impar) si (p impar, q par) numarul
ap>+bpqtcq’ este impar (cici prin ipotezi a, b, ¢ sunt impare)

deducem ca ax*+bx+c=0 pentru orice x€Q, de unde concluzia.

1.2. Presupunem prin absurd ca exista r; = Pi €Q, 1<i<nal.
q;

orice xE€Q) si se scrie sub forma x = x;1;+...+ X, I, cu X;E7Z,
1<i<n (evident p;, q; €Z si q;#0, 1<i<n).
In mod evident nu este posibil ca pentru orice 1 <i<n, r,EZ (caci

atunci putem alege x€Q\Z si nu vor exista x, ..., Xx,€Z a.l.
X=Xr1+...+ Xulh ).

i

Astfel, scriind r, Py (pi , g)=1 exista indici 1 a.i.
i

1<i<ngiq# =£I.

Sd alegem q€7Z al. q 1q;...qn. Alegind x =1 ar trebui sa existe
q

~ 1 1 a B
Xiy oo, XnEZ ad. —=x 1+, X & — = (cu a €7%)

q q QI"'qn
& q,-...-q, =a-q, de unde ar trebui ca q |q;...q, -absurd.

1.3. Sa aratam la inceput ca [a, b]NQ # O.
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Fie m=|——|+1>—— : deci m(b—a)>1
b-a b-a b-a

de unde mb-ma>1, adica mb>ma-+1.

Deci mb>[mb]>ma; notand [mb] =k avem L3 €[a, b]nQ.
m
Sa demonstrdm acum cid si [a, b]NI= . Pentru aceasta
fie re(a, b)NQ si se(r,b)NQ. Atunci (r, s)C(a, b) cur,s €Q si

pentru orice m, n €7 avem 2 /2 €l. Daca £ €(0, s-1)NQ atunci
n q

O<2£\/E<s—r si 2£\/5 €Il. Cum reQ, r+2£\/5 e(r, s)NI si
q q q

cum (r, s)C(a, b) deducem ca r+2£x/5 €(a, b)NI, adica
q
(a, b)NI= .

1.4. A=(2k-1)*4k(k-2)=4k*-4k+1-4k*+8k=4k+1. Pentru ca
1-2k 4k +1

radacinile x, , o €Q trebuie ca 4k+1=n% cu

ne’.
Scriind cda n = 2p+l cu pE€Z obtinem cda 4k+l=
= (2p+1)> =4p°+4p + 1, de unde k = p*+ p cu pEZ.

1.5. Daci x =+a +/b++c €Q, atunci x—+Ja=+b++c,
de unde x*—2xva +a=b+c+2bc egalitate pe care o scriem sub
forma a-2xva = 2bc (cu a=x*+a-b-c €Q). Ridicand din
nou la patrat deducem cd o +4ax> —4a-xva = 4bc .

Dacd a-x # 0, atunci in mod evident va €Q.
Daca a-x=0, atunci a =0 sau x=0;

Daci x=0 atunci va = /b =+ =0 €Q.

Daci « =0, atunci X° = - a+b+c sau
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a+b+c+2@+2\/;+2\/b_=—a+b+c
<:>2a+2\/E+2\/E+2\/Z:0, deundea=ab=bc=ac=0.

Daci b=0, (cum a=0) deducem c¢i x = +/c €Q.

Daci ¢=0 atunci Jc =0 €Q.

in toate cazurile am ajuns la concluzia ca \/Z +\/Z €Q.
Notand din nou y = Ja ++p €Q deducem ca y—\/_ =Jb deci
y2—2yJa+a=b,deunde 2yva = y> +a-b.

Daca y=+0 atunci din nou \/; €Q si deducem imediat ca

si JheQ pe cand daca y=0, atunci Ja=+Jb=0€Q.
Observatie. Procedand inductiv dupa n deducem ca daca

aj, ..., ap, \/Z+...+\/ZEQ, atunci \/a_,\/a_,...,\/z €Q, pentru

. *
orice nEN'.

1.6. Daca q =0 sau Jr €Q concluzia este clara.

Sa presupunem ca q+0 si Jr ¢Q. Daci prin absurd
%/Ezp+q\/7 atunci 2:p3+3q2pr+\/;(3qp2+q3r), de unde
p*+3q°pr =2 si 3qp™+q’r = 0. Din 3gqp™+q’r = 0 = q(3p™+q’r) =0 si
cum q#0 deducem ci 3p>+q’r = 0, adicdi p = r = 0 si atunci

obtinem contradictiile: 0 =2 si v/r €Q.

1.7. Avem de gisit solutiile (a, b)€Q’ pentru care
5a’-3a+16 = b”. Observam ci o solutie particulara este (0, 4). Fie
a =a; si b=Db+4. Inlocuind obtinem ci 5a2 —b> —3a, —8b, =0.
Pentru (a;, b))#(0, 0) avem b—‘:ﬁ cu (m, n)=1. Inlocuind

a n
3n* +8mn

m .
by =—a; obtinem a; =————-

astfel ca multimea ceruta este:
n Sn® —m
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2
{aeQ] a :%,m,n €Z,(m,n)=1}.

1.8. Scriem egalitatea (%) a-+b-3 p+c-%/p72=0 sub
forma bo{/; +c'{/p—2 = —a . Inmultind ambii membri ai lui (*) cu
i/ p obtinem a-%/;+b~§/p—2:—cp,de unde sistemul
) b-{/;-i-c-{/p_z:—a

a-{/;+b-{/p_2=—cp

Inmultind prima ecuatie a lui (* *) cu —b iar pe a doua cu

(% %

¢, prin adunare obtinem 3/p .(ac_b2): ab-c?p, de unde ac=b" si

ab = ¢’p. Atunci abc = ¢’p, adici b’ = ¢’p, de unde b = ¢ = 0 (cici

in caz contrar am deduce ca 3i/p = b €Q - absurd). Rezulta
C

imediat cd sia=0.

1.9. Pana la n = 4 se demonstreaza usor prin reducere la
absurd, ridicand de céteva ori la patrat ambii membri (grupati in
mod convenabil). In cazul general, vom face o demonstratie prin
inductie dupa numarul factorilor primi diferiti py, pa, ..., pr care
divid pe cel putin unul dintre numerele a;. Este util sa se
demonstreze prin inductie o afirmatie mai tare:

Exista numere intregi c;, dy, ..., Co, d., a.l. d;#0, c;=>1, toti
divizorii primi ai numerelor c¢; fac parte dintre p;, ....p, i

produsul (dl\/a+...+de\/ZXbl\/a_l+...+bn\/Z) este un numar

intreg nenul.
Vom nota:

S=b1\/Z+...+bn\/Z si S'Idl\/a+...+de\/z.
Dacéd r = 1, atunci S are forma bl\/p_1+b2ﬁ si se poate
lua S'=b,\[p, —b, , atunci SS’=b p, —b3 #0.
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Presupunem acum ca r>2 si ca afirmatia noastrd este
adevarata pentru toate valorile mai mici decat r.
Vom nota prin S;, ..., Sg sume de forma

BiJay ...+ B+, ,unde B; sunt numere Intregi, o; sunt numere
intregi pozitive libere de patrate, cu divizorii primi cuprinsi intre
Pis P2> ---> Pr1(Si, ..., Sg dacd nu se precizeaza contrariul, se pot
egala cu 0).

Suma S poate fi scrisd sub forma S=S,+S5,,p, ,unde
S,#0. Dupa presupunerea de inductie existd o astfel de suma S;
a.l. f= S35, este un numar intreg nenul. Produsul S;S are forma
S;8 =838+ /P, =S4+ f+p, , cu f#0. Ramane de demonstrat
Ci S5 =(S58,—fS3:/p,)S=8]-fp, #0.

Daca S,=0, atunci este evident. Presupunem ca S,#0. Fie
Si=pJa, +..+ B+, ; dacd m=1, atunci S, = B,/¢; . Atunci
Si—f*p, =pla,—f*p, #0 (intr-adevir, fla, se divide printr-
o putere pard a lui p,, iar fp, printr-una impara).

Daca m>1, atunci S, poate fi scrisda sub forma
Sy =8s+S; \/; , unde p este unul dintre numerele prime py, pa, ...,
Pr1> S6S7#0 si numerele de sub semnul radicalului din sumele
SeS7 nu se divid prin p- Atunci
Ss=S2+82p—f2p, +28:S;,/p 0 datoritd ipotezei de inductie,
pentru cad 2S4S;+#0.

Din nou din ipoteza de inductie se gaseste un Sq a.i. S5Sg
este un numar nenul g. Vom lua S'=S4 (S35, — f-S5+/p, ) . Atunci
SS,: S5ngg.

Observatie. In particular, daca b; sunt numere rationale

oarecare §i a; numere naturale diferite doud cate doua, mai mari
decat 1 si libere de patrate (i=1, 2, ..., n ; n > 1), atunci numarul

biya, +...+b,a, esteirational.
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1.10. Din 7 “" -0 deducem ci Tn’-m*>0, adica
n

Tn*-m*>1.

Sa aritim de exemplu ca egalititile 7n°-m’=1, 2 sunt
imposibile.

Sa presupunem prin absurd cd egalitatea 7n’-m’=1 este
posibila. Obtinem ca 7n’=m’+1.

Insa dacia m=0 (7) >m’+1=1 (7), absurd.
Daci m=1 (7) =m™*+1=2 (7), absurd.
Daci m=2 (7) =>m’+1=5 (7), absurd.
Daci m=3 (7) =m™+1=3 (7), absurd.
Daci m=4 (7) =>m*+1=3 (7), absurd.
Daci m=5 (7) =m™+1=5 (7), absurd.

Daci m=6 (7) =m’>+1=2 (7), absurd.
Sa presupunem ci si egalitatea 7n’-m’=2 este posibila,
adici 7n*=m’+2.

Dacia m=0 (7) =m™+2=2 (7), absurd.
Daci m=1 (7) =>m’™+2=3 (7), absurd.
Daci m=2 (7) =m™+2=6 (7), absurd.
Dacid m=3 (7) =>m’+2=4 (7), absurd.
Daci m=4 (7) =m’*+2=4 (7), absurd.
Daci m=5 (7) =m™+2=6 (7), absurd.
Daci m=6 (7) =>m’+2=3 (7), absurd.

2 2
N . . V3+
In concluzie 7n*-m”*>3, de unde 7> 3 +;n ,adicd V7 = m_
n n

Este suficient sa demonstram ca:

x/?y-i-m2 m 1 3+m?  m?+1
_— st — & >
n n  mn n mn

m? +1

< V3+m? > ®m2(3+m2)>(m2+1)2<:>

m
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m*+3m’ > m*+2m*+1 < m’>1, ceea ce este adevirat (deoarece

o .. . 1 .
dacd m=l1, atunci ipoteza devine \/7——>0, vV neN#* iar
n

. 2 < < o
concluzia /7 -= >0,V neN*; daci presupunem ci existi ke N*
n

al \/7<% atunci %<\/7<% , adica 1< 7k* <4, ceea ce este

fals).

1.11. Stim ca 2'¢2° =9, de unde:

Izlog 29 :3®(ﬁ)10g 29 =3 e&N.

Putem deci alege a =~/2 €I si b=log, 9 €L

1.12. Scriind ca:

1 1 1 _ 1 .
at+—|a"+—|=|a""+ +|a" ' +——1, adica
a an an+1 an—l
1 1 1 _ 1
a™" + 1 :(a+—j(a"+ ]—(a" 't lj,
an+ a an an*

totul rezultd facand inductie matematica dupa neN.

- - 1 1 .
Dacan=-m €Z, cu meN avem ci a” +t—=a"+— i
a a

facem inductie matematica dupa meN.

1.13. Daci o = €Q cuneN’, atunci cos(k Mj ia cel
n n
mult 2n valori distincte atunci cand kEN (pentru aceasta este
suficient si ne reamintim ci radicinile ecuatiei x™"-1=0, care sunt
in numar de 2n, sunt date de (1):
2k . 2k k .k
X = oS 4 isin o = cos— 7 +isin 1 , 0<k<2n-1
2n 2n n n
si ca pentru orice valoare a lui k, n afard de cele aratate mai sus,
nu obtinem numere Xy distincte de cele date de (1)).
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- . o m
Sa presupunem acum prin absurd cd a=—€Q, cu
n

m,n € ZsineN".
Vom demonstra ci pentru t = 2, kEN’, cos(tza) ia o
infinitate de wvalori distincte si din acest fapt va rezulta ca

presupunerea o.€ Q este falsa.
Pentru aceasta vom utiliza identitatea cos2x =2cos”> x—1.
1 2
Cum x=ar avem cos(2aﬂ):2~§—1:§—l (cu 2 ce nu
se divide prin 3).
In continuare scriem

2
cos(227ra): 20052(27ra)—1 = 2(%—1) -1 :% :397%

(cu 98 ce nu se divide prin 3).

U (cu r

Sa presupunem acum ca cos(zkwr): —
2

nedivizibil prin 3) si sd aritim ci cos(z kel om) =—mr -1 (cus
nedivizibil prin 3).
Intr-adevar,
2
005(21‘+1 om): 2 cos? (2" aﬂ)—l = Z[Lk —IJ =2
3 2

okt 4
5 ok okt . ..
unde s=2-\r"—=2r-37 +3 (evident cum r nu se divide
prin 3 atunci nici r” nu se divide prin 3, deci nici s nu se divide
prin 3).

r
k
32

Deci cos(zsz): —~1 (cu 34r) pentru orice keN si

astfel concluzia problemei este imediata.

1.14. Fie %+£=k cu keN. Atunci a’tb=kab <
a

a’+ b’ - kab = 0. Cum A, = k’b’-4b’=b’(k’-4), pentru ca a€N
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trebuie ca expresia k’-4 sa fie patrat perfect, adicd k*-4=s> (cu
s€7) & K'-s’=4 < (k-s)(kts) =4<

(1) Jk-s=-4 sau (2) Jk-s=-2 sau (3) Jk-s=4 sau
k+s=-1 k+s=-2 k+s=1

(4) |k-s=2 sau  (5) ] k-s=-1 sau (6) Jk-s=1
k+s=2 kt+s=-4 k+s=4
in cazurile (1), (3), (5) si (6) obtinem ca = —% &N sau

5
k==¢N.
2 ¢ .
In cazurile (2) si (4) obtinem ca s =0 si k =+2.
Atunci a= % =+h si cum a, bEN ridmine numai

posibilitatea a =b.

1.15. Fie x=32+33si sa presupunem prin absurd ca
x€Q,’. Atunci x’=5+3-16-x, de unde am deduce ca
3
x> =5

36 = €Q -absurd!.
1.16. Fie a =272 Cum z.z=|f =1 s5i z'-2 =[] =1
1+ zz

.- 1 .= 1 -
deducem ca z =— si z' = —, astfel ca:
z

= =a, de unde aeR.
zz'+1

11
z+z' g g z+Z
1

1+

’

zz

1.17. Fie a = (2142022 +23).. (2, +21) .

Z1 e Z

n
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- 2 . . <
Cum z, -z, =|z;|" =#*, pentru orice 1<i<n, deducem ci

2
z; = L, pentru orice 1<i<n. Astfel:
Z-

1

W20 .2\, 2 S22
e\ e\ | |
(zl+z2 zz+z3)....(zn+zl)_ 1 a2 \N%Z2 3 Zn 4

a= — —

Zy Zy e Zy, ﬁ ﬁ
. .
z z z z z z + +
_\A a2 N\% 23 n 2 :(21 Zz) (z, Zl):a,de
1 Zy..2,
Z| e 2,
unde a€R.

1.18. Sa aratam la inceput ca D={z€C | |z|<1} <M. Cum

1| = 1 =-1, 1€M, adica 0 = (-1)+1€M. Fie acum z€C a..
0<|z|<1. Consideram in planul raportat la sistemul de axe xOy
cercul de centru O si razd 1 si punctul A de afix z situat in
interiorul cercului :

yﬁx

a
K 5

Daca B este mijlocul lui OA, atunci B are afixul %

\

Perpendiculara in B pe OA taie cercul in B, si B,. Dacd B; are
afixul z;, 1= 1, 2, atunci z=z;+z, (cici OB;AB, este romb).
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Cum |z)| = || = 1= z,, EM. Atunci z = z;+z,€EM,
adica D,cM.
Sa aratam acum c¢a §i  coroana  circulara
z
<1

- 2

D={ze(] 1<|z|<2}SM. Pentru z€D;, 1<|z|<2, deci

adica %e DyEM sau

z . ‘
Z1=1, deci —=€M. Cum z=2-= iar
2 2 2

% €M, deducem ca zeM, adica D, =M.

Analog se demonstreaza ca in ipoteza
D,={ze(C|2"'<|z| < 2"}{S M = D, ;€ M

(cici 2"<[z|]< 2™ = E‘sz” :>§ED” M jgeM

:>z=2~§eM).

Deci D,EM, pentru orice nEN, si cum CZUDn

n=0

deducem cd C=M si cum M<SC deducem ca M = C.

1.19. (i). Avem : be f[UAI.] < Jac |4, al b=fla) &
iel iel
dio€l ai. a€ 4; si b=fa)=JiElai bef( 4 )= be Urs(4,).
iel
(i1). Cum pentru orice k€I, N4, SAy, deducem ca

iel

f(ﬂAijg f(4,) si cum k este oarecare deducem ci
iel
f(mAijgnﬂAi).
iel iel
Observatie. Sunt situatii cand pentru anumite familii

(Aj)ier de multimi incluziunea de la (ii) este strictd; dacd vom
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considera de exemplu f:R—R, f(x)=x>, pentru orice XxER, iar
A=[-1, 0], A,=(0, 1] atunci f(A)=[0, 1], f(A,)=(0, 1], deci
f(A)Nf(A,)=(0, 1], pe cand A;NA,=0, deci f(A;NA,)=f(DQ)=Oc
(iii). Avem : a€ f‘l[ U Bj] < fla)e U B, & djo€l al.

jeJ jeJ

fla)e B, = 3jy€lai acf (B, )= ac U [7'(B)).

jeJ

(iv). Totul rezulta din echivalentele:
ae fl( N B].j <fla)e N B, & Vj€l, fla)€B; &

jed jeJ
o Vjel,aef ™' (B) & ac ﬂf’l(Bj).

jeJ
1.20. Facem inductie matematica dupa n.
Pentru n=1 egalitatea din enunt se reduce la [M,|=[M,],
ceea ce este evident. Pentru n=2 trebuie demonstrata egalitatea :
(1) M UM,|= M| + My - [M;NM,|

care de asemenea este adevaratd, deoarece elementele din M;NM,
apar atat la M, cat si la M,.

Presupunem egalitatea din enunt adevérata pentru oricare
m submultimi ale lui M cu m<n si o sd o demonstram pentru n
submultimi M;, My, ..., M,,.

n—1
Daca notam N = |JM, , atunci conform relatiei (1) putem

i=1
scrie:  (2) ‘OM,. —INUM,J=N| + M, - [NAM,|. insa
i=1

n—1 n-1
NNM,= [UMI.J NM,= U(M,NM,), deci aplicand ipoteza de

i=l i=1

inductie pentru nJ(M .M,) si tinind seama de faptul ci
i=l

(v, NN, )= e N,
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(MiﬂMnh(MjﬂMnh(MkﬂMn):(MiﬂMjﬂMkthetC’

obtinem relatia (3):

n—1 n-1
|NﬂMn|: LJI(MlﬂMn*: Zl|MzﬂM
i= i=

n|
l<1</<n 1

e,

Aplicand ipoteza de inductie si pentru |[N| obtinem:

+ M, NM;NM,

1<1</<k<n -1

n—1
N[=|UMi = 2mil - ¥ [+
4) .
+ MM AM =t (12 M,
1<l</<k<n -1 i=1

astfel ca tinand cont de (3) si (4) relatia (2) devine:
n n-1
| I -, = o ] -
- |M NM, |+ Z|M nM, |J
1<1</<n 1

+ |M AM ;M k|+ ot
1<1</<k<n -1 1<i<j<n-l1

Jerlnm }
1y

1< <ip <. <1 <n-1

iy iy iy-2

AT ﬂMl-=Z|M1-|— > Ml.ﬂMj|+
i=l1 i=l1 1<i<j<n

+ Y MiﬂMjﬂMk|—...+(—1)”_1ﬁMi.

1<i<j<k<n i=1

Conform principiului inductiei matematice, egalitatea din
enunt este adevarata pentru orice numar natural n nenul.
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1.21. (i). Facem inductie matematicd dupa m; daca m=1,
multimea M va avea un singur element si este clar cd vom avea
n=n' functii de la M la N. Presupunem afirmatia adevarati pentru
multimile M ce au cel mult m-1 elemente.

Dacd M este o multime cu m elemente, putem scrie

M=M'U{x¢}, cu xg€M iar M’ submultime a lui M cu m-1
elemente, xogM'.

Pentru orice YyEN si pentru orice functie g : M'—N,
considerand f , y: M—N, f, , (x) = g(x) dacd x€M’ si y daca
X=X, deducem ca oricarei functii g M'—N 1ii putem asocia n
functii distincte de la M la N ale caror restrictii la M’ sunt egale cu

g. Aplicand ipoteza de inductie pentru functiile de la M’ la N,
deducem ci de la M la N se pot defini n'n™'=n" functii.

(i1). Facem inductie matematicd dupd m; dacd m=I,
multimile M si N vor avea cate un singur element i vom avea o
singura functie bijectiva de la M la N.

Presupunem afirmatia adevarata pentru toate multimile M’
si N ambele avand cel mult m-1 elemente si fie M si N multimi
avand fiecare cite m elemente. Scriind M=M'U{x,}, cu xoEM iar
M’ submultime a lui M cu m-1 elemente, xoM’, atunci orice
functie bijectiva f:M—N este perfect determinatd de valoarea
f(xo)EN precum si de o functie bijectiva g:M'—N’, unde

N'=N\ {f (x0)}. Deoarece pe f (xo) il putem alege in m moduri iar
pe g in (m-1)! moduri (conform ipotezei de inductie) deducem ca

de la M la N putem defini (m-1)!- m =m! functii bijective.

(iii). Daca f:M—N este injectivd, atunci luand drept
codomeniu pe f(M)EN, deducem cd f determind o functie
bijectivi f :M—f(M), f (x)=f(x), pentru orice x€M, iar f(M)
are m elemente. Reciproc, daca vom alege in N o parte N” a sa cu

m elemente, atunci putem stabili m! functii bijective de la M la N’
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(conform cu (ii).). Cum numarul submultimilor N” ale Iui N care

au m elemente este egal cu C', rezultd cd putem construi

n

m!-C,' = 4, functii injective de la M la N.

(iv). Sa consideram M={x;, X3, ....Xm}>» N={¥1, Y2, ---»¥n}
iar M; multimea functiilor de la M la N a.i. y; nu este imaginea nici
unui element din M, i=1,2,...,n

Astfel daca notam prin F,) multimea functiilor de la M la
N, multimea functiilor surjective S, de la M la N va fi

complementara multimii MU M,U.. ... U M, din F", deci

conform problemei 1.20. avem egalitétile (D):

s ‘F” UM,|=n" CJM,.:n’" |M|+ > MM
i=l1 i 1<i<j<n

- X MMM "|MnMn NM,|

I<i< j<k<n

Deoarece M; este de fapt multimea functiilor definte pe M

cuvaloriin N\ {y; }, MinM; este multimea functiilor definite pe
M cu valori in N'\ {yi, y;} ..., etc, conform punctului (i) avem ca:

(2) IMi|=(-1)", IMinM;|=(n-2)", ..., etc,
(IM;NM, N...NM, | =0, deoarece M;NM, N...\"M,=).

Deoarece sumele ce apar in (1) au, respectiv, C., CZ, ...,
C temeni egali, tindnd cont de acest lucru si de (2), relatia (1)
devine:

S" = n" —Cln-1)"+C n-2)" —..+(-1)" .

1.22. Vom demonstra echivalenta afirmatiilor astfel
(1)=(@i)=(iii)=(iv)=>(v)=(vi)=(vii)=(i) iar apoi (i)< (viii).
(i)=(ii). Fie A, A’eP(M) a.i. f( A)=f(A") = f(A)=f(A").
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Daca x€A, atunci f(x)Ef(A)=>1f(x)Ef(A’)=> exista x'€A’
a.l. f(x)=f(x’). Cum f este injectiva, rezultd x=x"€A’, adicd ACA’;
analog A’CA, deci A=A’, adica f- este injectiva.

(ii)=(iii). Pentru A€P(M) trebuie demonstrat ca

(fof)(A) = A<= ' (f (A))=A. Incluziunea A<f "(f (A)) este
valabild pentru orice functie f. Pentru cealaltd incluziune, daca

xEf (f(A))=f(x) Ef(A)=existd X' €A al. f(x) = f(x")=>fu({x})=
=f({x'PD=> {x}={x"} = x=x'€A, adica f' (f( A))SA.
(iii)= (iv). Deoarece f ofi=lpny , pentru orice AEP(M),

f'(f(A))=A, deci notand B=f\(A)EP(N) avem ci f (B)=A, adica
f" este surjectiva.

(iv)=(v). Fie A, BEP(M) si A’, B’€P(N) a.i. A=f '(A")
si B=f '(B’). Atunci f(ANB)=f(f '(A")nf ' (B))=f(f '(A’'NB’)).

Sa aratam ca f(f '(A"))Nf(f '(B"))<f(f '(A'NB’)). Daca
yef(f "(AN)NE '(B))=yef(f '(A) si yef(f '(B)) = existd
x'ef '(A") six"ef (B’ ai. y=f(x")=f(x").

Cum x'ef '(A") si x"ef '(B)=>f(x")EA’ si f(x”)ER’,
deci yEA'NB’. Deoarece y = f(x)=>x'€f '(A’'NB’), adica
yef(f '(A’NB)).

Astfel, f(ANB)2f(A)Nf(B) si  cum incluziunea
fTANB)Sf(A)Nf(B) este adevaratd pentru orice functie deducem
ca f (ANB)=f(A)Nf(B).

(v)=(vi). Pentru A€P(M) avem:

f(A)N(CuA)=FANCHA)=(D)=D, deci HCuA)SCnf
(A).

(vi)=(vii). Fie g, h : L-=M doua functii a.i. fog=foh si sa
presupunem prin absurd cd exista x€L al. g(x)#h(x), adica
g(x)€Cm{h(x)}; atunci :
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f(g(x) Ef(Crm{h(x)}) € Cufth {x})=Cn{f(h(x))},
deci f(g(x)) # f(h(x)) < (fog)(x) # (foh)(x) < fog#foh, ceea ce
este absurd.

(vii)=(i). Fie x, x’éM ali. f(x)=f(x") si sd presupunem
prin absurd c¢d x#x’. Notdnd L={x, x'} si definind g, h : L—M,

g(x)=x, g(x)=x’, h(x)=x’, h(x")=x, atunci g=h si totusi fog=foh ,
ceea ce este absurd.

(i)=(viii). Definind g:ZN—M, g(y)=x daca y=f(x) cu
XEM si yy daca y&f(M), atunci datorita injectivitatii lui f, g este
definita corect si evident gof=1y; .

(viii)=(i). Daca x, x’€M si f(x) = f(x"), atunci g(f(x))=

=g(f(x"))=>x =x’, adica f este injectiva.

1.23. Vom demonstra echivalenta afirmatiilor astfel:
(1)=(@i)=(iii)=(iv)=>(v)=(vi)=(i) iar apoi (i) = (vii).

(i)=(ii). Fie BEP(N) si yEB ; atunci existd x,€M a.i.
f(xy)=y.

Notand A={x,|y€B} <M avem ca f (A)=B <f:(A)=B.

(ii)=(iii). Avem de demonstrat ca pentru orice BEP(N),
f (f '(B))=B . Incluziunea f (f ' (B))<B este valabila pentru orice
functie f. Fie acum y€B; cum f- este surjectiva, exista A€P(M),
al f(A)={y} = f(A)={y}, deci exista xEA a.i. y=f(x) si deoarece
yEB = x&f ! (B)=y=fx)Ef(f '(B)), de unde si incluziunea
B<f(f ' (B)).

(iii)=(iv). Daca B, B,€P(N) si f(B;)=f(B,), atunci
f*(f*(Bl))zf*(f*(Bz)) < Ipoy) (B)=1pp (B2) =B =By, adici f este
Injectiva.

(iv)=(v). Fie ASM ; a arita ca f(CyA)2Cnf (A), revine
la f(CuA)UR(A)=N < f(CuAUA)=N< f(M)=N. Si presupunem
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prin absurd ca existd yo€N a.i. pentru orice XEM, f(x)+y,, adica
£ ({yo=@ &1 ({yo})=2.

Deoarece si f (D)=0 = f ({yo})=f (D) iar pentru ci f "
este presupusa injectiva ar rezulta ca {y,}=C, ceea ce este absurd.

(v)=(vi). In particular, pentru A=M ar trebui sa avem:

f(CuM)2Cnf (M) = f(D)2Cnf (M) D2 (M) f(M)=N.

Dacd g, h:N—P sunt doud functii a.i. gof=hof, atunci
pentru orice yEN, exista x€M a.i. f(x)=y (caci f{(M)=N) si astfel
g(y)=g(f(x))=(goNH(x)=(hof)(x)=h(f(x))=h(y), adica g=h.

(vi)=(i). Presupunem prin absurd ci existd y,EN a.i.
f(x)#y,, pentru orice xEM.

Definim g, h : N—{0, 1} astfel : g(y)=0, VyeN si

0 pentru ye N — {yo}
h(y)= {1 _

pentru y =y,

Evident g#h si totusi gof=hof, ceea ce este absurd, deci f
este surjectiva.

(i)=>(vii). Pentru fiecare yEN alegdnd cite un singur
xyEf " ({y}), obtinem astfel o functie g : N—M, g(y) = Xy , pentru
orice yEN, ce verifica in mod evident relatia fog = 1y

(vii)=(i). Pentru y&€N, scriind cd f(g(y)) = y, rezultd
y =1(x), cu x = g(y)€M, adica f este surjectiva.

1.24. Rezulta imediat din problemele 1.22. si 1.23..

1.25. Vom demonstra urmatoarele implicatii: (i)=(ii) =
= (iii)= ().
(1)=(ii). Daca f este injectiva, atunci f(M) si M au acelasi

numar de elemente si cum f (M)SEM rezulta ca f (M)=M , adica
este si surjectiva.
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(ii)=(ii). Daca f este surjectivd, atunci pentru orice

element yEM va exista un unic element x,EM a.i. f(x,)=y (céci
in caz contrar ar rezulta contradictia ca M ar avea mai multe
elemente decat M), adica f este si injectiva.

(iii)=(i). Evident.

1.26. (i). ,,=”. Rezulta din problema 1.25. .
,» <. Presupunem prin absurd cd A este infinitd. Vom

construi 1n aceasta ipoteza o functie f : A — A care este injectiva
fara a fi Insa surjectiva, ceea ce va fi absurd.
Multimea A fiind infinita, putem gasi o submultime stricta

a sa, numarabild, B={a,, a,, ..., a,, ...}. Definim f: A—A,

f(X)={

a,.,, pentru x=a;, i=12,..
x, pentru xe A-B

Evident, f este injectivd dar nu si surjectivi deoarece
a1 Ef(A).

(ii). ,,=”. Rezulta din problema 1.25..

,,<". Ideea de rezolvare este asemanatoare cu cea folosita
la (i): vom construi in ipoteza cd A este infinitd o functie

g : A — A care este surjectiva fara a fi Insa injectiva. Daca B este
multimea de la (i), definim g:A— A astfel:
a,,, pentru x=a;, i=23,..
g(x)=9x, pentru xe A—B
a,, pentru x=da,
care este surjectiva fara a fi insé injectiva (deoarece f(a,) = f(a,) si

a; #+ a,), ceea ce este in contradictie cu ipoteza, rezultdnd astfel
finitudinea lui A.

1.27. Din relatia fof = 1y deducem ca f este bijectiva

(conform problemelor 1.22. si 1.23.) deci existd f ' : M—M. Vom
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grupa elementele lui M 1n perechi (X, y) cu proprietatea ca f(x) =y

si x # y (posibil datorita bijectivitatii lui f). In cadrul acestor
grupari vor intra un numar par de elemente iar cum M are un

numar impar de elemente, deducem cé exista xeM a.i f(x) = x.

1.28. Vom arita la inceput cd daca n, kEN si n>k, atunci
f(n)=k (facand inductie matematica dupa k). Pentru k=0 totul este
clar caci f(n)=0, f(n) fiind un numar natural.

Fie acum n>k+1; atunci, conform ipotezei f(n)>f(f(n-1)).
Cum n-1=k, conform ipotezei de inductie avem f(n-1)=k iar apoi
din aceleasi motive f(f(n-1))>=k si astfel f(n)>f(f(n-1))=k =
f(n)>k = f(n)>k+1.

Sa presupunem prin absurd ca existd un keN a.i. f(k)>k si
fie n>k; atunci n-1>k, deci f(n-1)>n-1>k. Prin urmare, n>k =

f(n-1)=k. Relatia f(n)>f(f(n-1)) conduce la concluzia: pentru orice
n>k, exista m>k (anume m=f(n-1)) a.il. f(m)<f(n), de unde
concluzia falsd ca {f(n) : n>k} nu are element minimal, rezultand

astfel ca f(k)=k, pentru orice keN, adica f= 1.

1.29. Daca toate functiile f, (n>1) sunt surjective,
afirmatia este evidentd. Dacd nu, pentru fiecare numar natural k

(k=1), vom construi cate o multime BySAy cu proprietatea ca
fi(Bi) = By

Pentru aceasta vom nota, By = (fie1ofino...ofii)(Axs),
k>0, t>1. Deoarece pentru un k fixat avem sirul de incluziuni
By« € ... © By 1 Ay, oricare ar fi t=1, cum Ay este finitd, exista
un €N al.

€)) B =B _.=..=B pentru orice iEN

k.t ket T Phyti
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(alegem pe t, ca fiind cel mai mic numéar natural cu aceasta
proprietate).
Vom nota B,= B, , , pentru orice keN. Sa demonstrdm cd

fk(Bx) = By.1, pentru orice k> 1. Din definitia lui B, avem:
Bo=B, ,, = (fofiioo fi 1 W4, )
unde t;; este cel mai mic numadr natural cu proprietatea ca
2) B ., =B, .=

Aplicand pe f; egalitatilor (1) obtinem:
(fiofiiio...0 fkm X A/mk ) = (fiofiwo. .0 fkm“ X AM”] ) =
adica:

3) B, =B, .=

Tindnd cont de alegerea lui t,;, din (3) rezultd cu

necesitate t.; < t,, pentru orice k>1. Astfel, tindnd cont de
alegerea lui t,., avem:

Bui=8,,, =(efwo..of ., WA, )=.=
= (fiofir0..0 £ WAy ) = Bul(Biro.0 £ (A, )= (B,

In aceste conditii, definirea sirului (X,)4=0, este
urmatoarea: plecam de la un xo€EBySAo; cum f1(B;) = By putem

alege x,€B,;SA; al. fi(x;) =X, §.a.m.d..

1.30. Fie S, S, multimile de solutii pentru ecuatiile (1),
respectiv. (2). Plecand de la observatia imediatd ca
X1, Xa ooy XQE S, & (CuXi, CuXo, -, CuXi )E S, , deducem
cd S’ si S) au acelasi numir de elemente. Pentru a demonstra ci
|SF| = (2%1)", vom face inductie dupi k. Pentru k = 1 afirmatia
este evidentd, deoarece in acest caz S, ={M}, deci | S| [=1=(2'-1)".

Sa presupunem ci |S''| = (2“'-1)" si s consideram

ecuagia X1UX2U...UXkUXk+1IM, cu Xl, Xz, ceey Xk+1 S M. Sa
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fixdm pe Xy+i; daca | Xy | = p (p=<n), atunci pe Xy+; 0 putem
alege in C” moduri.

Pentru ca (X;UX,U...UX)UX:1 = M, cu necesitate
X,UX,U...UX trebuie sa fie de forma X,UX,U...UX;=
= CuXi1VY = M’, cu YEX;,1. Sa gasim pentru  [Y] =t, 0<t<p

cate solutii are ecuatia X,UX,U...UX, = M’. Avem ca
IM’| = [CpuXk1 VY] = |CuXien [ Y] = n-pt.
Conform ipotezei de inductie, ecuatia

X, UX,U.. .UX,=M" va avea (2%1)"*" solutii. Cum pe Y ca

submultime cu t elemente a lui Xy, o putem alege in C; moduri,

deducem ca numdrul de solutii pentru  ecuatiile

XjUX,U.. . UX=CyXy+ VY (cand Y parcurge submultimile lui
Lo sk \n-pHt ot kb i—p & nk At

X)) va fiegal cu Y 2" -D"P"C,=2" -D"" X2 -)'C,=
t=0 t=0

@518 1+1)P == (25-1)" P2,

Deci numarul de solutii al ecuatiei
(X UX,U...UX)UX,;1 = M va fi egal cu:

i(zk _1)11—]7 .2kp . C’f; — i (2k _l)n—p (2k )p Cf :(Zk_1+2k)n:
p=0 p=0
— (2_2k_1)n — (2k+l_1)n.
Conform principiului inductiei matematice, afirmatia din

enunt este valabila pentru orice k>1.

1.31. (i). Daca x, yeM si f(x)=f(y), atunci g(f(x))=g(f(y))
< (gohH)(x)=(gof)(y) & x=y, adica f este injectiva. O conditie
suplimentara pe care daca o verifica f, atunci din gof injectiva
rezultd si g injectiva, este ca f sa fie surjectiva.

Intr-adevir, daci x, yEN si g(x)=g(y), cum f este

presupusa surjectiva, existd X', y'EM a.i f(x")=x si f(y")=y, deci
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g(x) = g(y) =g(f(x") = gf(y")=(goH(x") = (goH(y)=x"=y" =
f(x")=1f(y) = x =y, adica g este injectiva.

(ii). Fie y€P; cum gof este surjectiva exista x€M a.i.

(gohH(x) =y ©g(f(x)) =y si cum f(x)EN deducem ca g este
surjectiva. Pentru partea a doua a enuntului, sd demonstram ca

daca in plus g este injectiva, atunci din gof surjectiva rezulta
surjectivitatea lui f .
Intr-adevar, fie yEN; atunci g(y)EP si cum gof este

surjectiva existd x€M a.l. (gof)(x) = g(y) & g(f(x)) = g(y) si cum
g este presupusad injectiva rezulta f(x) =y, adica f este surjectiva.

1.32. (i). Sa presupunem de exemplu cd hogof si gofoh

sunt injective iar fohog este surjectiva (celelalte cazuri se trateaza
analog). Tinand cont de problema 1.31., deducem ca f'si h sunt
injective iar f este surjectiva, rezultand astfel ca f este bijectiva.

Din hogof injectiva si f bijectivd deducem cad hog este
injectiva, adicd g este injectiva. Din fohog surjectiva si f bijectiva

rezultd ca hog este surjectiva, adica h este surjectivd. Cum h este
si injectivd, deducem ca este de fapt bijectiva. Din f'si h bijective

iar fohog surjectiva deducem ca g este si surjectiva, adica de fapt
este bijectiva.

(i1). Se trateaza analog cu (i).

1.33. Fie yEN; cum u este surjectiva, existd Xx€M a.il. u(x)=
y.

Definim h:N—P, h(y) = f(x). Daca mai avem x'€M a.i.

u(x")=y, atunci deoarece gou=vof avem g(u(x))=v(f(x)) si
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gux))=v(f(x") = g(y)=v(f(x)) si g(y)=v(f(x))
= Vv(f(x))=v(f(x"))

= f(x)=f(x") (deoarece v este injectivd), adica h este corect
definitd i hou = f. Fie yEN si x€M a.i. u(x)=y; demonstram
ca voh=g, adica v(h(y))=g(y) < v(h(u(x)))=g(u(x)) <

v(f(x))=g(u(x)) < (vof)(x)=(gou)(x), care este adevarata din
ipoteza. Pentru a demonstra unicitatea lui h cu proprietatile

din enunt, sd mai consideram h":N—P a.1. h"ou=f si voh'=g.
Daca yEN, atunci exista x€M a.i. u(x)=y; Din h"ou=f =
h'(u(x))=f(x) =h’(y)=f(x)=h(y), adicd h=h".

1.34. (i). Evident, M, = f(M)EM deci {(f(M))=f(M) <
f(M)Sf(M) < M,SM,. Rationand recurent, obtinem sirul
descrescator de submultimi ale lui M:

(1) ... EMu EM,E...SM;SM,SM,EM.

Fiek, teN ai M\ =M, si k <t. Din (1) deducem cd M=M=
.. .:M[_l :Mt'

In particular, £ (M) = f ‘(M), de unde aplicand succesiv f, f
> f°, ... obtinem f'(M) ="' (M) = ..., adicd, M=M,,; = ...

Deci pentru orice n>k, avem M,;=M,,,=... Astfel, daca f este
surjectiva, atunci M;=M,=...=M. Si aratam ca daca f este
injectiva, fara a fi insd surjectiva, atunci incluziunile de la (1)

sunt stricte; in caz contrar, alegem un k€N minim cu
proprietatea ca M =M,.;. Cum f este injectiva, conform

problemei 1.22., existd g:M—M a.i. gof = 1.
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Din £ *(M) = f*"!(M), aplicand g obtinem g(f *(M)) = =
gf'M)) & £ (M) = £5(M), adicd M. ,=M,, contrazicand
astfel minimalitatea lui k.

(i1). Daca f este injectiva, fara a fi Insa surjectiva, conform cu
(1), sirul de incluziuni (1) fiind strict descendent, rezulta ca M

este infinita. Pentru fiecare yo,€M putem defini g, ‘M-M,
g,, (X)=x, daca y=f(x) si y, daca yeM \ f(M). In mod evident
{g,,: YoEM} este infinita si pentru orice yoEM avem g of =
Iy

(ii1). Cum f nu este injectiva exista, X, yEM, x # ysi  f(x) =
f(y) = z. Deoarece f "'({z}) contine cel putin doua elemente
distincte, din felul in care am definit inversa la stdnga a lui

(vezi problema 1.23.), deducem ca putem gasi cel putin doua
inverse diferite ale lui f la stdnga..

1.35. (). .,=”. Avem f(AUB)=((AUB)NA, (AUB)NB)=
= (A, B) iar fM)=(MNA, MNB) = (A, B), adici f(AUB) = f(M)

si cum f este presupusa injectiva deducem ca AUB=M.

<7, Fie X, YEP(M) ai. f(X) = (Y) & (XNA, XNB) =
=(YNA,YNB) & XNA=YNA si XNB=YNB. Rezulta
ca (XNA)UXNB)=(YNA)U(YNB)= XN(AUB) =
YN(AUB) ©XNM=YNMeX =Y, adica f este injectiva.
(ii). ,,=”. Considerand elementul (A, @)EP(A)xP(B), cum f
este presupusa surjectiva existd XEP(M) a.i. f(X)
= (A, Q)= (A, O)=(XNA, XNB)=XNA=A si XNB=@. Din
XNB=0 deducem
ANXNB)=ANGO < (XNA)NB=0 < ANB=0.
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,,<”. Sa presupunem acum cd ANB=0 si fie S;€P(A),
SzEP(B) Atunci f(SIU82) = ((S]USz)mA, (SIU82)0B) =

= ((SiNA)U(S2NA), (S1NB)U(S,NB))=(S,V0, QUS,)=(S,,
S,), adica f este surjectiva.

(iii). Totul rezulta din (i) si (ii); tindnd cont de (ii) deducem ca
inversa lui f, f ': P(A)xP(B)—P(M) va fi data de £7(S,,
S,)=S,US,, pentru orice (S;, S,)€ P(A)xP(B).

1.36. Avem ca :
1.1
2 2
f(n)=<1, pentru n=0 =41, pentru n=0

(4n—1), pentru n<0 (1 _ 2n, pentru n<0

1 1 2
E+E(4n_1), pentru n>0 n, pentri n>0

Considerand acum functia g:N"—7Z,

(1-n) .
———, pentru n impar

g(n)=(-DH™ [%] =40, pentru n=1 ,

n
—, pentru n par
2

se constati cu usurintd ca g =f.

1.37. Pentru fiecare numar natural n vom considera multimile:

P,={(1,n-1), (2,n-2), ..., (k, n-k), ..., (n-1, 1)}

Q.= {pEN": p=(n-1)(n-2)/2+k, 1 <k<n-1}.

Despre aceste multimi vom arata:
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1) Daca m=n, atunci P,,NP,= 0
2) UP = N"™xN"
neN*

3) Daca m=n, atunci Q,NQ, =0

4) pentru orice n€EN’, f(P,) = Q,.
Afirmatia 1) este evidenta, tindnd cont de felul in care sunt
definite multimile P,,.

In legatura cu 2), si remarcam ca |JP. < N'xN",

*
neN

Fie acum (r, s)EN"xN"; cum (r, s) EP,.,C UP,, deducem si

neN"
cealalta incluziune, de unde egalitatea ceruta.

Pentru a demonstra 3), fie m#n; va fi suficient sa demonstram
ca dacd m<n, atunci (m-1)(m-2)/2+k<(n-1)(n-2)/2+t, pentru

orice k cu 1 <k<m-1 si orice t cu 1 <t<n-1.

Intr-adevar, din m<n deducem ci m<m-+1<n, deci (n-
1)(n-2)/2+t>m(m-1)/2+t = (m-1)(m-2)/2+m-1+t>(m-1)(m-
2)/2 + m>(m-1)(m-2)/2+m-1>(m-1)(m-2)/2+k.

Egalitatea de la 4) o vom demonstra prin dubla
incluziune.

Intr-adevar, daca (x, y)€P,, atunci x + y=n, deci
1 <x<n-1 si cum f(X, y) = (n-1)(n-2)/2+x, deducem ca f(x,
y)EQ,, adica f(P,) < Q,.

Reciproc, daca p€Q,, atunci p=(n-1)(n-2)/2+k cu
1<k<n-1 si notand x=k, y=n-k, cum (x, y)€P, deducem ca

f(x, y)=p, adica Q, € f(P,). Deoarece P, si Q, au fiecare cate
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n-1 elemente, deducem ca restrictia lui f'la P, cu valori in Q,
este bijectiva.

Sa ardtam acum injectivitatea lui f.
Pentru aceasta fie (x, y), (X, y)EN**N* a.i. f(x, y)= =
f(x", y"). Daca (x, y), (x’, y') apartin aceleiasi multimi P,,

atunci (x, y) = (x’, y') deoarece am vazut mai Inainte ca
restrictia lui f'la P, este bijectiva. Acesta fiind de altfel

singurul caz posibil (deoarece in cazul in care (x, y) EP,, (x',
y)EP,, cu m # n, atunci f(x, y) = f(x’, y") ef(P,,)Nf(P,) =
QuNQ,= A, ceea ce este absurd), deducem ca f este injectiva.
Surjectivitatea lui f o vom stabili prin inductie. Evident 1=f(1,
1). S presupunem ci existd (X,, y»)EN*N" a.i. n=f(x,, y,).

Daca definim

(x, +1,y, -1, pentru y, #1

- _ sa
et o) {(l,x,ﬂrl), pentru ¥, =1

aratdm cd nt1= (X1, Yor1)-

Avem:

(x,+y,-D&x,+y,-2)/2+x,+1, pentru y, #1
f(xn+13yn+1):

x,(x, +1)/2+1, pentru y, =1

= (Xptyn-D(Xntya-2)2+x,+1 = f(x,, yo)+1 =n+1.

Conform principiului inductiei matematice, pentru orice n€N”

existd (Xn, yn) ENXN" a.i. n = f(x,, y,), adici f este surjectiva,
deci bijectiva.

1.38. (i). Tinand cont de faptul ca:

(1) pentru orice AEP(M), Acf ' (f(A)) si
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(2) pentru orice BEP(N), f(f'(B)) =B,

avem pentru orice AEP(M): ASf ' (f(A))= f(A)SH(f '(f(A)))
= fIHA)SEHE(fA) & o(A)So(9(A)).

Aplicand (2) pentru B=f(A), cu A€P(M), avem
fif '(f(A)) € f(A) >F 1\ (fA)) < £7(fA) <

o(0(A)) S ¢(A), de unde egalitatea ceruta.

(i1). Tinand cont de notatiile de la problemele 1.22. si
1.23. deducem ca @=f of.. Conform problemei 1.22., f este

injectivé g f*of*: lP(M) = 0= lp(M).

1.39. (i). Se demonstreaza analog cu punctul (i) de la
problema 1.38.
(i1). Rezulta imediat tinand cont de problema 1. 23.,

deoarece = fuof.

1.40. (i) ,,=" . Evidenta.

, <. Presupunem cd @ =@ si fie XEA; atunci
0 (X)=0p (x)=1, deci x€B, adica ASB. Analog BEA, de unde
A=B.

(ii). Evident.

(iii). Pentru x€M putem avea urmatoarele situatii: (x&A,
x&€B) sau (XEA, x&B) sau (x&A, xEB) sau (XEA, x€B). In
fiecare situatie in parte se verifica imediat relatia
PanB (X) =4 (X)Pp(X).

Cum ANA=A = 0, =(PA(PA=(pA2-

(iv), (v). Asemanator cu (iii).

(vi). Avem:
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QPAAB=Q(A\B)U(B\A)=P A\ BT OB\ A—QA\BPB\ A =
=QA- PAPBT OB - OBOA— P A\ B)N (B\A)=
= @A+ 95 ~20A0B
deoarece (A\B)N(B\A)=0.

1.41. Fie A, BEP(M) a.i. A\B si ANB sunt nevide.
Daca x€A\B = ya(x) =a, yp(X)=b, yanp(X)=Db.
Daca x€EANB = ya(x) =a, yp(X) =a, Yanp(x)=a.
Dacd x¢AUB = yA(Xx) =b, yp(X) =b, yans(x)=D.

Cum yang=wa Vg (prin ipotezd), deducem ca trebuie sa
fie simultan adevarate egalitatile ab = b, a’=a, b>= b, de unde se
deduce imediatcaa=1sib=0.

1.42. (i). Fie E = AA(BAC) si F = (AAB)AC. Conform
problemei 1.40., a demonstra ca E = F este echivalent cu a ardta ca
Q= 0. Avem:

OE = QAaBAC) = PaTPBAC-2QAPBAC =

= At OBTOC-2080C-20A(PBTOC-20OC)
= PATORTOC-2(PAPBTOROCTOCPA) T4PAPRPC.

Analog se demonstreza ca:

Pr = PAtOBTOC-2(PAPBTOBPCHPCOA)H4PAPBPC,
de unde rezulta ca gg= @f, adica E =F.

(i1), (iii). Se demonstreaza analog ca si (i).

Observatie. Egalitatile de la (ii) si (iii) poartd numele de
relatiile lui De Morgan.

1.43. Se observa ca f(n)=0, pentru orice n€N. Cum g este

bijectiva, existda ngeN a.i. g(ng)=0. Daca h(ng)>0, g(ng)-h(ng)<0,
contradictie, deci h(ny)=0, adica f(ny)=0.

Cum g este bijectiva, existd n;€N a.i. g(n,)=1.

Daca h(n;)>1, atunci g(n;)-h(n;)<0, contradictie, deci
h(n;)=1 si din nou f(n,)=0.
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Presupunem cid f(k)=0 pentru valorile ny, nj, ..., Ny
pentru care g ia valorile 0, 1, 2, ..., k-1.

Deoarece g este bijectiva exista un n,€N a.i. g(ny) = k.
Daca h(ny)>k, atunci g(nk)-h(ny)<0, contradictie, deci h(ny) = k,
adica f(ny) = 0. Conform principiului inductiei matematice

f(n) = 0, oricare ar fineEN.

1.44. (i). Evidenta.
(ii). Cum ALS p deducem ca p este reflexiva iar cum

- _
o =(AUpUp Y '=ALTUp U '=ALUpUp'=p  deducem
ca ,_o este si simetrica.

(iii). Daca p” este reflexiva si simetrica a.i. p<p’, atunci
p'cp’=p’sicum A, Sp’ deducemci p=A,UpUp'Sp'.

1.45. (i). Evident.
(i1). Cum A,Sp< p deducem ca A S p, adica p este

reflexiva. Deoarece p este simetrica si pentru orice nEN* avem
"= (p™")"=p", deducem ca:

- n o A n_

p =(Up ] =U(p ) =Up"=p,

n>1 n>1 n>1

adica ,; este si simetrica. Fie acum (x, y)& ;o,; ; atunci exista
z€A al. (x, 2), (z, y)E ;, adica exista m, neN* ai. (x, z)ep” si
(z, y)€p". Deducem imediat cd (x, y)Epop™ = p"™C p, adica
-2 = - ce e .
P < p,deci p este tranzitiva, adica p €Echiv (A).

4

(iii). Fie acum p’€Echiv (A) a.i. pSp’. Cum p "Sp’ "=p

U

pentru orice n€N* deducem ci p=Jp" Sp'.

n=l

1.46. (i). Evident.
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(ii). Dacd notim p, =A,UpUp", conform problemei
1.44., p, este simetricd si reflexiva. Conform problemei 1.45.,
p=Upi" €Echiv (A).

n=1

(iii). Analog ca punctul (iii) de la problema 1.45..

1.47. (i). Avem: (x, y)E(pUp')’ = (pUp)o(pUp’) =
dzeA ai (x,2)EpUp’ si (z, y)EpUp <[(X, 2)Ep si (z, y)EP]
sau [(x, z)€p’ si (z, y)EP’] sau [(x, z)€p’ si (z, y)Ep] sau
[x, 2€p si (z YEP] & (x, y)EP’ sau  (x, y)Ep” sau

(x, y)Epop’ sau  (x, y)Ep'op & (x, Y)EP'UP?U(pop))U(p’op),
de unde egalitatea ceruta.

(ii). ,=”’. Avem ci p’=p, p’=p’ si (pUp’)=pUp’.
Astfel, relatia de la (i) devine: pUp'=pUp'U(pop )U(p’op), deci
pop'SpUp’si p'opSpUp”.

,,<". Utilizam ipoteza din nou si relatia de la (i):
(PUP')=p"Up”U(pop")U(p’op)=pUp’U(pop)U(p’op)=pUp’,
deci pUp’ este tranzitivd. Cum A,Cp si A Sp'=>ASpUp’ ,

adica pUp’ este reflexiva.

Daca (x, y)EpUp'= (X, y)Ep sau (X, y)Ep' = (¥, X)Ep

sau (y, x)€p’=(y, x)EpUp’, adica pUp’ este si simetrica, deci o
echivalentd pe A.

1.48. Fie p= |Jp; reflexivitatea si simetria lui p sunt
peF
imediate. Pentru tranzitivitate fie (x, y), (y, z)€ p < exista py,
pEF al. (x, y)Ep1, (v, 2)Ep,; sd presupunem de exemplu cd
p1 S po- Atunci si (X, y)Ep, si cum p, este relatie de echivalentd,
deducem ca (x, z)Ep, S p = (X, Z)E€ p, adica este si tranzitiva,
deci este o relatie de echivalenta.
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1.49. Avem cd pop'={(x, y) | existd zEA ai. (x,z)Epsi
(z, y)Ep}.

Deci, pentru a demonstra ci A,Spop™ ar trebui ca pentru
orice XEA, (x, Xx)Epop™ adica si existe zEA ai. (z, x)Ep, lucru
asigurat de (i). Deducem ci pop™ este reflexiva.

Daci (x, y)Epop ' = existd zEA ai. (x, 2)Ep” si (z, y)Ep
& exista z€A ai. (y, 2)€p” si (z, x)Epe(y, X)Epop’, adica
pop” este simetrica.

Cum (pop™)o(pop™) = (popop)op™ = pop” deducem ca
pop™ este si tranzitiva, deci este o echivalenta.

Referitor la p™' op avem relatiile: (p™ op)'=p™o(p™)'=p"op
deci p'op este o relatie simetrica; (p”op)’= plopopTop=pop,
deci p'op este tranzitivd; cum plop este evident si reflexiva,

rezulti ci p™op este si ea o relatie de echivalenta.

1.50. (i). Daci pjop,eEchiv(A), atunci (pjop,)'=
= p,"opy'= propy, adicd prop,=prop.
Invers, sd presupunem ca p;op,=p,°p;.

Cum AASp;, pr=> A=A 0 ArSpiop,, adicd pjop, este
reflexiva.

Cum (piop») 1= pz'lop{1 =p,op;=pi1°p,, deducem ca p;op;,
este si simetrica.

Din (piop,)’= (piopa)e(piops) = pro(propi)op, =

= po(piopr)op, = piiops’ =piop, deducem ci pjop, este si
tranzitiva, adica este o echivalenta pe A.
(i1). Sa notdm prin p membrul drept al egalitatii ce

trebuie stabilita. Dacad p’€Echiv (A) a.i. p;, p,Sp’, atunci
piopx Sp’op’=p’, adicd py o p, = p.
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Cum p;, p, sunt reflexive, p;, p,Sp;op, $i cum p;op, este
relatie de echivalentd, deducem ca p Sp,op, de unde egalitatea

£ =p1ops .

1.51. Pentru x€EM, vom nota prin [X], clasa de
echivalenta a Iui x modulo relatia p.

Pentru x€M, definim: £ ([x],)=[f(x)], .

Dacd x,yeM ai. [x],=ly], © (x, y)€p = [f (x), T (y)]€p’
(din enunt) = [f (x)],=[f (y)],, adicd f este corect definita.

Dacd xEM, atunci( f opup)(x)=/ (pup(x)= 1 ([x]))=
=[fx)] , =pn, (f(x)) = (P, o D(x), adicd py, yof= = f opu,p-

Pentru a demonstra unicitatea lui 7 , 84 presupunem ca ar
mai exista o functie /'’ M/p—N/p  ai px yof= 7 opw. o §i
fie xEM.Atunci £ '([x])= /(w0 =(f opu ) ()= (pr o N)(x)
= pn.py (f(x)= [f (X)]p = f ([x],), de unde deducem ca =5

1.52. (i). Evident (relatia de egalitate fiind o echivalenta
pe M).

(il). Pastrand notatia claselor de echivalentd de Ia
problema 1.51., pentru XM definim f ([x] o, ) =f(x). Functia f

este corect definita caci daca x, yEM si [x] o, = [v] oy & (X, Y)Ep ¢
< f(x)=f(y) (de aici rezultd imediat si injectivitatea lui 7) .
Cum 7 este In mod evident si surjectiva, deducem ca 7 este

bijectiva. Pentru a proba unicitatea lui 7 ,fie £ : M /pe—~Im (f)o

alta functie bijectivda a.d. iofjo Pu.p, =f i x€M. Atunci,
(ofio py, ) = ) & fi(x], ) = 10 = fillx], ) = fx=
= 7], ). adiea =7.
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1.53. Deoarece pentru xR, x-x=0€7Z, deducem ca p este
reflexiva. Daca x, yER si x-yeZ = y-x€/Z, adica (y, X)Ep, deci
p este si simetricd. Pentru tranzitivitate, fie x, y, zER a..
X-y, y-z€Z; atunci (x-y)H(y-z)EZ < x-z€Z < (X, z)Ep, adica p
este si tranzitiva, deci p€Echiv(R).

Definim functia f:R/p—[0, 1) prin f((x),)={x}€[0, 1),
pentru orice XER.

Daci x, yeR si (x),=(y), = x-y€Z; scriind x=[x]+{x},
y = ylt+ly} = xy = (X]-lyD+{x}-{y}, de unde rezultd ca

{x}-{y}€Z, adica {x}-{y} =0, deci f este corect definita.
Sa aratam ca f este bijectiva; pentru injectivitate, fie

x, yeR al f(x),) = f(y)) =>{&x}={y} = x-[x] = y-y] =
x-y = [x]-[y]E€Z, adica (x),= (y),, deci f este injectiva.

Cum surjectivitatea lui f este evidenta, deducem ca f este
bijectiva.

1.54. Probarea faptului ca p este o echivalenta pe P(M) nu
ridicd probleme.

Sa aratam ca functia f : P(M)/p — P(N), f((X),) = XNN,
pentru orice X&€P(M), este o bijectie. Daca X, YEP(M) si

(X),= (Y),, atunci XNN = YNN = {((X),) = f((Y),), adica f este
corect definitd (deducem totodata si injectivitatea lui f).

Pentru YEP(N), scriind Y = YNN = Y = f((Y),), adica f
este si surjectiva, deci bijectiva.

1.55. Fie Echiv(M) (respectiv Part(M)) multimea relatiilor de

echivalentd de pe M (respectiv multimea partitiilor lui M).
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Vom nota prin f : Echiv (M)—Part (M) functia ce asociaza
fiecarei relatii de echivalentd p de pe M, partitia lui M data de

clasele de echivalentd modulo p: f(p)={[x]p | XEM } ( [X], fiind
clasa de echivalentd a lui x modulo p).

Definim g : Part (M)—Echiv (M) astfel : dacd P=(M;) i
este o partitie a lui M, definim relatia g(P) pe M astfel :

(x,y)€g(P)= existaiclal. x, yeEM,;.
Reflexivitatea si simetria lui g (P) sunt imediate. Fie acum
X, ¥), (v, z2)€g(P). Existd deci 1;, b€l a. 1. x, yeM; sl vy,
zEM 55 dacd 1,+#1, ar rezulta ca M i NM i + (cdci ar contine
pe y), ceea ce este absurd .
Deci i,=1,=1 si astfel x, z€EM;, adica (x,z) € g (P) de

unde concluzia cd g (P) este si tranzitiva, deci g (P)€ Echiv (M),
functia g fiind astfel corect definita.

Sa aratdm ca dacd x&€M,;, atunci clasa de echivalenta x
modulo g (P) este egald cu M;. Intr-adevir, yeM; < (x, y)Eg(P)
S yex oMi=x.

Deducem astfel ca g este de fapt inversa lui f, adica f este
bijectiva.

1.56. Daca p este o relatie de echivalentd, p&€Echiv (M),
atunci avem surjectia canonica p v, , : M—M/ p.

Daca 1n general, f : M—N este o functie surjectiva, atunci
aceasta da nastere la urmatoarea relatie de echivalenta de pe M :

x, y)€p ¢ & f(x)=1(y).
Mai mult, dacd g : N—=N’ este o functie bijectiva atunci
relatiile pesi peor coincid caci (X,y) € pgore (gof)(x)=(gof)(y) =

g(fx)=g(f(y) = f(x)=fy)= (x, y)€pr.
Deci, daca N are k elemente, atunci k! functii surjective
de la M la N vor determina aceeasi relatie de echivalenta pe M.
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Luand in particular N=M/p si tinand cont de problema 1.21. (iv)
deducemca :

Ny = (1/k)- [k’" —CHk=1)" +CH(k=2)" —..+ (= 1)*" c,f*‘].

1.57. Pentru x€N definim f(x) : [— M, astfel:

iel
f(x)(i) = fi(x), pentru orice i€l.
Sa aratam ca f astfel definita verifica cerintele enuntului.

Fie i€l si XEN. Avem cd (p;of)(x) = fi(x) < pi(f(x)) =
= fi(x) & fi(x) = fi(x), ceea ce este evident, deci p;of = f;, pentru

orice 1€1.

Fie acum o altd functie f: N—P al. pio f = f;, pentru

orice 1€1.
Daci x€N, atunci (pio f)(x) = pi( f (x)) = fi(x), pentru
orice i€, deci f (x)(i) = f(x)(i), deci f= f .

1.58. Fie x€S; atunci existd i€l a.i. xej\z =M, x{i},
deci x = (x;, 1), cu x;€M,. Definim f : S—N, f(x) = fi(x;) (f este
corect definitd deoarece pentru i=j, M, " M, =C). Pentrui€l, a

demonstra ca foa; = f; este echivalent cu (foo;)(x) = fi(x), pentru

orice xeM; & f(ai(x)) = fi(x) < f((x, 1)) = fi(x) = £(x) = fi(x),
ceea ce este evident.
Pentru unicitatea lui f, fie f: S—=Na.i. f oq; = f, pentru

orice i€l
Atunci, pentru x€S si i€l, avem: ( ]_” o)(x) = fi(x) =

f (@) =100 = f ((x, D) = ((x, D), adicd f=T.
1.59. Conditia (i) rezultd imediat din felul in care a fost
definitd A. Pentru (ii), fie h : P—M a. 1. foh=goh; atunci pentru
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orice Xx€P, f (h(x))=g (h(x)) = h(x)eKer(f, g). Definim atunci
u:P—A, prin u(x)=h(x), pentru orice x€P. Evident iou=h.

Pentru unicitatea lui u, fie u:P—A aJj. iou’=h si x€P.
Atunci i(u’(x))=h(x), de unde u’(x)=h(x)=u(x), adicd u=u’.

1.60. (i). Pentru x€M, cum (f(x), g(x))E€p iar pS p =
(fx).gx)NE p = (f(x));=(g(x); = Py (f(X)=py;(g().

(ii). Fie h:.N—P ali. hof = hog. Atunci h(f(x))=h(g(x)),
pentru orice xEM, deci pSpy (vezi problema 1.52.). Cum p este

cea mai mica relatie de echivalenta ce contine pe p = p Spy, (céci

pnEEchiv(N)).
Conform problemei 1.51., existd o : N/p —N/p, a..

A°PNp =PNp,-

Conform problemei 1.52., exista B:N/p,—Im(h), bijectiva
alh=icfop, =, undei:lm (h)—P este incluziunea canonica.

Sa ardtdm ca u = iofoa : N/ p —P are proprietatile cerute
de enunt. Intr-adevar, ue p, = (icfoa)o Py ;= (iof)o(ac py ;)=
=(°P)e p ,, =i°po p,,, =h.

Pentru unicitatea lui u, fie u :N/p =P ail wop,  =h

Avem atunci egalitatea uo p, = wu o p, ;cum p, - este

surjectie, conform problemei 1.23., rezultiu = u .

1.61. (i). Daca (x, y)€Q, atunci f(x) = g(y), deci
(fo m)(x, y) = flm(x, y)) = f(x) = g(y) = g(m(x, ) = (g° m)(X, ¥),

adica fo m = go m,.
(ii). Fie x€R; cum foa = gof = fla(x)) = g(B(x)) =
(a(x), B(x)EQ.
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Definim atunci y:R—Q prin y(x) = (a(x), P(x)) si se
verifica imediat cd w0y = a i Moy = P.

Daca 7 :R—Q este o altd functie al. moy =asimoy =
= B si x€R, atunci din m () (x)) = ax) si m(7 (X)) = p(x) =
7 (%) = (a(x), B(x)) = y(x), adica y =y.

1.62. (i). Pentru x€P avem: (iyof)(x) = (inog)(x) <
im(f(x)) = ingx) = pr; (X)) = pr;(n(gx) <=
Dr; (hi(x)) = p,  (ha(x)), ceea ce este adevarat tindnd cont de

definirea lui p si de faptul ca pS p . Sa facem acum observatia ca
T/ p are urmatoarea proprietate:

Oricare ar fi o multime R si w:T—R a.i. uoh; = uoh,,
existd o unicd functie y: T/ p =R a.l. yo p, = u, situatie ilustrata

de diagrama:

h,
h, s
u e
yAd

Intr-adevir, y se defineste astfel: y( (x);) = u(x), pentru

orice XET. Sa aritam ca vy nu depinde de alegerea
reprezentantilor. Pentru aceasta consideram relatia p, de pe T :

(%X, Y)Epuy © u(x) = u(y) (vezi problema 1.52.). Din uoh; = uoh,
= pSp, si cum p,EEchiv(T) din definirea lui o deducem ca
7 Sp.. Deci dac (x),= (1), = (% Y)EP Epy = (X, Y)EP, >
u(x) = u(y), adica y este corect definitd. Unicitatea lui y rezultd din
faptul ca p, . este surjectie.
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(ii). Fie tripletul (R, a, B) a.i. aof = fog. Avem diagrama:

l\\

P R <«—g—— MIN-T 272 5 T/p
ix

Atunci din proprietatea de universalitate a sumei directe
(vezi problema 1.58.) existd o unicad functie w:T—R a.l. o = uocay
si p=uocay. Din aof=Bog = (uoay)of = (ucay)og = uo(ayof)=
=uo(anog) = uoh;=uch,. Tinand cont de observatia facuta la (i),
existd o unicd functie y: T/ p =R a.l. yo p, - =u.

Avem yoiy = “{°(Pr,5 oa) = (yo Pr; )oon = ucoy = O
iar yoin = yo( p,, o) = (Yo p,;)o0n = ucoy = B, adica ceea ce

trebuia demonstrat.

106



§2. Numere cardinale.

2.1. Sa presupunem prin absurd cd A~P(A), adica exista o
bijectie = f:A—P(A). Daca vom considera multimea
B={x€A[x€¢f(x)}, atunci cum BEP(A) si f este in particular
surjectie, deducem ca existd a€A a.l. B=f(a). Dacad a€B, atunci

a&f(a)=B - absurd, pe cand daca a¢B atunci acf(a), deci acB —
din nou absurd!.

2.2. Cum Ay~A,, existd o bijectie f:Ay—A,. Dacd vom
considera multimile A;=1(A,.;) pentru i>3, atunci in mod evident:
A EALEL.EAEAISA)  (tinand  cont  de  faptul ca
ASASAg). Sd consideram multimea A=()4;=()4, si sa

=0 i~1

demonstram ca :

(1) Ao = |:U(Ai — A )}UA
i20
Incluziunea de la dreapta la stanga este evidenta. Pentru a
proba cealaltd incluziune, fie x€A, Dacd x&A atunci
XE {U(Ai -4, )}UA Daca x€¢ A, exista iEN a.l. x€A; si cum
>0
XEA,, atunci i>1. Fie deci n>1 cel mai mic numaér natural pentru

care Xx&A,. Atunci x€A,; si deci xEA,i-A,, de unde

xE{U(Ai — Ay )}UA. Astfel avem probata si incluziunea de la

20
stanga la dreapta, rezultand astfel egalitatea (1).
Analog se probeaza si egalitatea:

(2) A= |:U(Ai — A )}U 4.

i>1
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Daca vom considera familiile de multimi (B;) ie; si (C) ie1
definite astfel:

By=A si B;j= Aj-A; pentrui=1,
Ay — A5, pentru i impar

C():A $1 Ci = .
A,y —A4;, pentru i par

atunci se observa imediat ca pentru i, jEN, i# =
BiNB;=CiNC;= iar din (1) si (2) deducem ca:

(3) AO:UBi Sl Al:UCi'

>0 20
Consideram de asemenea si familia de functii (f}) =0 cu
1,, pentru i=0
f; :B;—C,; definita astfel f; = 1y _4, pentru i par
f“Ai—l_Ai’ pentru i impar
(s observam ca pentru i impar, dacd xEA;-A; = f(X)€ Ai1-Ain
adica f; este corect definita).

Dacd vom arata ca pentru orice iEN, f; este bijectiva
(suficient doar pentru i impar), atunci tindnd cont de (3) vom

deduce imediat cd Ay~A; . Fie deci i impar i fi= f‘ 4d
Deoarece f este bijectivd deducem imediat cd f; este injectiva.
Pentru a proba surjectivitatea lui f; fie yEA.-Ajn , adica
vE A §1 yEAi, . Cum Ay =f (Ai; ), deducem ca existd XEA;;
al. y=f(x) si deoarece y&A;, , deducem ca x€A,; , adica

xE€A;-A; . Astfel y=f; (x), adica f; este si surjectiva, deci
bijectivd. Asa dupd cum am observat anterior se poate construi

imediat o bijectie de la A, la A, adica Ay~A,; si cu aceasta
teorema este complet demonstrata.
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2.3. Cum A~B’ exista o bijectie f: A—B’ astfel ca daca
vom considera B”=f(A")cB’ avem ca A'~B”. Cum B~A’
deducem ca B”~B . Obtinem astfel ca B’<B’cB si B’ ~B.
Conform problemei 2.2., B'~B si cum B'~A, deducem cd B~A,
adica A~B.

2.4. (i). Daca f este injectie, atunci notdnd cu B’ = f(A) <
B obtinem ca |[A| = |B'| si cum B’ — B deducem ca |A| < |B| .

(ii). Deoarece f este surjectie exista g: B —» A al

fog=1p.
In particular g este injectie si conform cu (i), |B| < |Al.

2.5. (i) si (ii) sunt evidente.
(iii). Rezulta din problema 2.3..

(iv). Sa presupunem cd m=|A|, n=|B|, p=|C|. Din ipoteza
avem ca exista B'SB si C'cC ai. A~B’' si B~C’, adica avem
bijectia f: B — C'. Dacd notam C”"=f(B')cC’, evident ca B'~C",
deci A~C”, de unde deducem ca m < p.

(v). Fie m=|A|, n=B|, p=|C . Mai trebuie sa probam ca
dacd m=p, atunci A+~C. Daca A~C, cum A~B’, atunci B'~C

deci p <n. Cum n < p, atunci din (iii) deducem ca n=p - absurd.
(vi). Fie m = |A], n = |B|, p = |C|. Putem presupune ca

AN C=BnC=d. Avem o aplicatie injectivi f : A > B

(deoarece m < n) si atunci aplicatiag: AUC >BUC,

(x), daca xe A C e
g(x)= S _ este de asemenea injectiva,
x , daca xeC

deci m+p < ntp.
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(vii). Daca f : A — B este aplicatia injectivd de mai sus,
atunci aplicatia g : A x C - B x C, g(a,c) = (f(a),c) este de
asemenea injectiva, deci mp < np.

(viii). Daca f : A — B este o aplicatie injectiva, atunci
aplicatia g : Hom(C, A) - Hom(C, B) cu g(¢) = fo, pentru orice
@eHom(C, A), este si ea injectiva, deci m” < nP.

(ix). Pentru orice aplicatie h : B — A avem aplicatia
g : Hom(A,C) - Hom(B,C) cu g(¢) = @oh, (V) peHom(A,C). Se
constatd imediat cd daca h este surjectiva, atunci g este injectiva.

Daca B #J si fie f : A — B injectiva. Existd atunci
h : B — A surjectiva si deci existd g : Hom(A, C) > Hom(B, C)
injectiva , ceea ce aratd ca p” <p".

Daca B = J, atunci m < n implica A = & si deci
Hom(A,C) si Hom(B,C) contin un singur element, adica
p"=p" =1

2.6. Daca q =0, atunci p=0 si in acest cazp™ =q" = 0.
Presupunem cd q # 0. Fie m = |[X|, n = |Y|, p = |Z| si
q=|U|, unde U = &.
Din ipoteza avem ca X~Y', unde Y'c Y si Z~U’, unde U'c
U. Atunci Hom(X,Z) ~ Hom(Y',U").
Cum U =# ), existd upeU. Consideram aplicatia
¢ : Hom(Y',U") > Hom(Y,U), definita prin egalitatea :

f(), daca yeY'

o(H(y) = v daci yeY' unde feHom(Y",U").

Daca f, feHom(Y',U"), ai. o¢(f) = o(f'), atunci o(f)(y) =
= ¢@(f')(y), oricare ar fi yeY’, de unde rezulta f(y) = f(y), oricare
ar fiyeY’, deci f = f', adica aplicatia ¢ este injectiva.
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Atunci Hom(Y',U’) ~ Im(p¢) < Hom(Y,U), de unde
obtinem ca Hom(X,Z) ~ Im(¢), ceea ce ne arata ca p™ < q".

2.7. Fie XY, Z trei multimi oarecari a.i. |X|=m, |[Y|=n
si |[Z] = p si vom demonstra ca existd o bijectie Intre multimile
XY si (X¥)%, unde prin X' am notat multimea {f: Y — X} =
= Hom(Y,X).

Fie ¢eX"*. Pentru orice zeZ, se defineste functia
Xo(2) 1 Y = Z prin y(z)(y) = ¢(y,z), pentru orice yeY. Functia
f: X% 5 (X")” se defineste atunci prin f(p) = > PENtru orice
pe X““ Functia g: (X')* - X" se defineste atunci prin
g(v)(v,z) = y(z)(y), pentru orice \|/e(XY)Z si orice (y,z)eY x Z.
Atunci, pentru orice ¢ € X% si orice (y,z)eYxZ se obtine
(g D(P)(y,2) = gf(9))([y.2) = %o(2)(y) = ¢(y,2), adica (go H)(¢p) =
= ¢, pentru orice X%, deci gof = 1 -z - Pentru orice

ve(X')* si orice (y2)eYxZ are loc ((fo )(W)@)(Y) =
(FHEwM@NY) = (EW(Y,2) = (v (2))(y), adica ((fo 2)(y))(2) =

= y(z), pentru orice zeZ, prin urmare (fo g)(y) = vy, pentru orice
ve(XY), siastfel fog=1 _,,.Rezultd ci f(sig) este bijectiva.

Deci, (m")” =m™,

x")

2.8. Presupunem ca m, = |X,| si n, = [Y,. Din ipoteza
existd o submultime Z, < Y, a.i. X, ~ Z,, deci exista f, : X;— Z,
bijectie (a€l).

Din modul de definire al produsului direct de multimi si
de functii ( vezi [7,12]) rezulta ca exista:
el fo:ll Xem> I Zo st h =] fu: I X ][] Za

ael ael ael ael ael ael

bijectii, deci [] Xo~]] Zuasi [T Xo~]] Z. Cum este evident

ael ael ael ael
cd [I Zo<II Yosi [I Zo <]l Yo atunci rezultd cele doua
ael ael ael ael

inegalitati.
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2.9. (i)=(ii). Fie M o multime infinitd in sens Dedekind ;
atunci exista M'C M si o bijectie fM—M'. Cum M’'C M, exista
X0EM a.i. xo&M’. Construim prin recurentd sirul de elemente
x=f (Xo), xo=f (X1 ), ..., Xp=f (Xp1), ... §1 ardtdm ca functia
o:N—-M, o¢(n)=x, pentru orice nEN este injectivd. Pentru
aceasta vom demonstra c¢d dacd n, n"éN, n#n’ , atunci

o(n)*#(n’). Vom face lucrul acesta prin inductie matematica dupa
n.

Daca n=0, atunci n'#0, de unde ¢(0)=x, si
o(m)=f(x,,)EM’ si cum @0)=x, ¢ M’ deducem ci
o(n")#¢(0). Sa presupunem acum c¢a pentru orice n#m’
¢(n)=@p(m’) si sd alegem acum n’# n+l. Daca n'=0, atunci
o (n)=0 (0)= x0 & M’ si X, =f (x,) € M’, deci @(n+1)*¢(n’).
Daca n’#0, atunci ¢(n')= f (xn'-1) si o(nt1)=f(x,) . Cum n’-1#n,
atunci x,_, #X, si cum f este injectivi deducem ca f(x, ,)=#f
(Xn), adica o(n’)#e(n+1). Rezulta deci cad ¢ este injectiva si deci
¢(N ) € M este o submultime numarabila.

(ii)=(i). Fie M o multime infinitd in sensul Cantor, adica
exista M'S M a.i. M'~N (fie f:N =M’ o functie bijectiva ). Se
observa imediat ca ¢ : M—M\ {f (0)} definita prin:

x, daca xe M’
(/J( ): {f(n + 1), daca x = f(n) cu neN
este bine definita si sd aratdm ca ¢ este chiar bijectie.

Fiedecix,x’ € M al. ¢ (x) = ¢ (X).

Deoarece M=M'U (M \ M) si ¢ (x) = ¢ (x'), atunci
X, X’ €M’ sau x, x'¢ M'. Daci x, x'¢ M’, atunci in mod evident

din @ (x)=0(x") deducem ca x=x". Daca x, x’€ M’, atunci daca
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x=1f(k), x'=1(t) deducem ca f(k+1)=f(t+1), de unde k+1=t+1 <

k=t =>x=x".
Sa ardtam acum ca ¢ este surjectivd. Pentru aceasta fie

y € M\ {f (0)} . Daca y¢M’ atunci y=¢(y), iar dacd yeM’ ,
atunci y=f(n) cu neEN. Cum y#f(0), atunci n#¥0=> n>1 deci
putem scrie y=f (n-1+1)=0p(n-1).

(ii)=(iii). Aceastd implicatie este evidentd deoarece
N~+S, pentru orice nEN* .

(iii)=(ii). Vom utiliza urmatorul fapt: daci M este o
multime infinitd in sens obisnuit, atunci pentru orice nEN* exista

o functie injectiva ¢:S,, — M.
Vom proba lucrul acesta prin inductie matematica
referitor la n.

Pentru n=1 exista o functie injectivd ¢:S;—M (deoarece

M=), Sa presupunem acum cd pentru nEN* existd ¢:S,—M
injectivd. Cum am presupus ca M este infinitd 1n sens obignuit,

atunci @ (S,) = M, deci existd x,€M a.l. xo & ¢ (Sy).

. (p(x), pentru xeS§, .
Atunci v : Sp—M, w(x)= este in
Xo, pentru x=n+1

mod evident functie injectiva.
Sa trecem acum la a demonstra efectiv implicatia

(iii)= (ii). Din rezultatul expus anterior deducem ca :

M, ={p:S,—M | ¢ este injectie} =T
pentru orice kKEN*. Cum pentru k#k’ , ;NS =, deducem ca
MiNMy'= Conform axiomei alegerii aplicatd multimii
T={ M, : keN }, existd SCT ai. SAM;+ si este formata dintr-

un singur element. Atunci M’'= JIm(p) este o submultime
peS

numarabila a lui M.
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2.10. Fie A si A’ doud multimi a.i. [A|=asi|A'|=a+ 1.
Putem presupune cd A" = AU{x,} cu xoZA. Aplicatiai: A - A’,
i(a) = a este evident injectiva, deci a < a + 1. Presupunem acum ca
a=o+ 1. Atunci existd o aplicatie bijectivd f: A — A’

Aplicatia g : A — A definita prin g(a) = f(a) va fi injectiva
si f(xp)2g(A), deci g nu este surjectivd. Rezultd cd o este un
cardinal infinit.

Reciproc, sd presupunem cad a este infinit, deci existd o
aplicatie g : A — A care este injectiva si nu este surjectiva. Exista
deci un element ageA al. apgg(A). Atunci aplicatia f : A’ —> A,

g(x), daca xe A

definitd prin f(x) = este injectivd. Aceasta

ay, daca x=x,

demonstreaza ca o + 1< a, deciavem o =a + 1.

2.11. Rezulta din problema anterioara prin inductie dupa

2.12. (i). Fie multimea S = {0,1}. Deci |S|= 2. Definim
functia f : POM) —» S™ = { g : M — S}, prin f(A) = @,, unde
A < M, iar @, este functia caracteristicd a multimii A. Functia
este bijectie, deci P(M) ~ S™, ceea ce tinind seama de definitia
operatiilor cu numere cardinale conduce la [P(M)| =2 ™',

(i1). Fie a = |A|. Functia f : A — P(A) definitd prin
f(x) = {x} este evident injectiva. Deci avem cd |A| < |P(A)), adica
o < 2% Conform problemei 2.1. o = 2%, deci o < 2%

Observatie. Din (ii) rezultd ca nu existd un cel mai mare
numar cardinal. Intr-adevar, oricare ar fi numarul cardinal o, din
(ii) avem ca 2“ > a.

2.13. Fie m = |X]; cum 2 < m, atunci exista elementele
X0,Yo€X a.1. X #Y).

Fie ¢ : Xx{1} U Xx{2} — XxX definita prin ¢(x,1) =
= (x,y0) §1 0(x,2) = (X,X¢). Se observa imediat ca ¢ este injectiva.
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Cumm+ m=| Xx{1}U Xx{2}| si m'm = |X x X|, rezultd
cim+m<mm.

2.14. Din A;~ B; rezulta ca existd o bijectie f; : A; —> B,
Deoarece familiile de multimi date sunt disjuncte, pentru orice
xe |J A; existd un singur indice i€l a.1. x€A,;, de unde rezulta ca

iel
se poate defini functia f: |J Ai— |J Biprin f(x) = fi(x), x€A,,
iel iel

iel si se verifica usor ca aceasta este o bijectie.

2.15. Fie A si B doua multimi a.i. |A| = a si |B| = B. Pentru
XeP(A) si YeP(B), notam T(X,Y) = { f: X —> Y, f bijectie} si

fie T = U T(X,Y). Pe T definim relatia < astfel : daca
(X,Y)eP(A)xP(B)

fifeT, f: X> Ysif : X'> Y atunci f < f& X X' si
f(x) = f'(x) pentru orice xeX. Evident relatia < este o relatie de
ordine pe T. Aratam ca T este inductiv ordonatd. Fie {f}iq o
famile total ordonata de elemente din T, f; : X; — Y}, atunci putem
defini aplicatia f: U X, — U1Yi prin f(x) = fi(x) daca xeX;, iel.

iel
Aplicatia f este bijectiva, deci feT si evident f; < f pentru orice
1€l. Fie f) : Xy > Y, un element maximal in T. Demonstram ca
Xo= A sau Y, = B. Dacd X, = A avem o aplicatie injectivd de la A
la B, deci a < B iar daca Y, = B avem o aplicatie injectiva de la B
la A, deci B < a . Pentru a demonstra ca X, = A sau Y, = B,
presupunem prin absurd cd Xy, # A si Yy # B si fie age A\X,,
boeB\Y,. Aplicatia f; : X¢U{ag}— You{by} definitd prin

a X e . ..
fi(x)= Jo), dacav TE0 este bijectiva. Deci fi€T si evident
by, daca x=a,

fy < f, ceea ce contrazice maximalitatea lui f,.

2.16. Functia f: N — N x N definita prin f(n) = (n,0) este

injectiva; atunci |NxN > [N].
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Pentru a ardta inegalitatea de sens contrar, este suficient sa

aratam ca existd o injectie g: N x N — N.

(m+n)(m+n+1)

Sa verificam cd functia  g(m,n)=n+ este

injectivd. Fie (m,n) # (m’,n’). Dacd m + n = m'+ n’, atunci din
g(m,n) = g(m’,n") ar rezulta cd n = n', dupa care avem m = m’,
adicd (m,n) = (m’,n"), ceea ce este contrar ipotezei. Deci
g(mn)#g(m’,n’). Dacim+n<m'+n',atuncim' +n'>2m+n+ 1,

de unde :

g(m,, I’l,) > (m+n+l)§m+n+2) + I’l, — (m+n)(2m+n+1) tmtn+l+ }’l, >

n=g(m,n).
Deci m+n<m’+n’ = g(m,n)<g(m’',n’) = g(m,n) # g(m’,n").
Observatie. Functia g definiti mai sus se numeste
numarare diagonala. Ea este de fapt si surjectie (vezi [7,p.66]),

> (m+n)(;n+n+l) +

deci bijectie, adica N =N, .

2.17. (i). Fie A, = {ag.,a,...,a,,...}, n=1,2,... o familie

numadrabila de multimi numarabile disjuncte.

Functia f: |J A, — NxN definitd prin f(a/ ) = (i,j) este o
n=0
bijectie. Intr-adevar f este injectiva. Surjectivitatea este evidenta.

Deci| J A.|=|NxN|=N,.
n=0
Daca familia nu este disjuncta, din cele de mai sus reiese

ca |l Anl| £ No si deoarece || A, | 2 |A, | = Ny obtinem ca
n=0 n=0

afirmatia (i) raméne adevarata si In acest caz .
(i1).Se procedeaza analog ca la (i).
(iii). Se obtine ca o consecinta a lui (i) si (ii).
(iv) Daca A = {ay, ay, ..., ay,...}, B={bg, by, ..., by,...},
atunci A x B = (J A, unde A, = { (a, bg),( anby), ...,
n=0
(an,bm),-- .}, care dupa (i) este o mulfime numarabila.
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Observatie. Din (i) rezultd ca :
n-Ng= Ny +¥N)+..+8, =N,
|y

iar din (iv) ( ca si din problema 2.16.) avem N, N, =X, .

De aici, tindnd cont de asociativitatea produsului
numerelor cardinale, vom avea:

R) = (Ng-Ng)-Ng = Ng-Ng =N,
si in general:
Ne=X,, neN"

2.18. (i). Functia f: Z — N definita prin

2z,daca z>0 e .
f(z) = dacd = _ este o bijectie.
—1-2z,daca z<0

Sa aratdm mai intai ca f este injectiva.

Intr-adevar, fie z,, z, €Z cu z; # z,. Dacd z; > 0 §i z, < 0
atunci f(z,) este par, iar f(z,) este impar, deci f(z,) # f(z,). Daca
712 0, 7z, > 0 atunci f(z,) # f(z,) pentru ca 2z, # 2z,. Daca z,< 0,
7y < 0 atunci —1-221 * -1-222, deci f(Z]) * f(Zz).

Sa aratam acum ca f este surjectiva. Dacd neN si n =2m
atunci n = f(m), iar daca n = 2m-1 atunci n = f(-m) unde -m < 0
pentru ca m > 0.

(ii). Avem ¢i Q = () A, unde A, = {0, 1, +2,...},

n=1
A= {02|n=0,%1,%2,...}, ..., An={0/m|n=0, £1,+2,...},....
Deoarece fiecare din multimile A,, sunt numarabile, atunci

Q este numarabila (conform problemei 2.17.(1)).

(iii). Deoarece P — N avem |P| < N,.

Pentru a demonstra ca |[P| = N, este suficient sd aratam ca
No < |P|, adica P este infinita. S& presupunem prin absurd ca P

este finita, adica P = {p1,p2, ...,Pn}-
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Numarul natural q = pips...p, +1 nu apartine lui P fiind
mai mare decat py, k = 1,2,...,n si este prim, cici nu este divizibil

cu nici unul din numerele prime apartinand lui P. Aceasta

contrazice faptul ca P contine toate numerele prime.

(iv). Multimea polinoamelor P(x) = ao + a;x + ... +a,x" cu
coeficientii rationali ay, aj,...,a, este reuniunea numadrabilda a
multimilor A,, unde A, este multimea polinoamelor de grad mai

mic sau egal cu n (neN¥*). Din problema 2.17. (i)., este suficient
sd demonstram ca fiecare din multimile A, este numarabilad. Cazul
n=0 (A, = Q) a fost studiat la (ii). Sa presupunem ca A, este
numarabila si sa aratdm ca A,.; este de asemenea numarabila.

Orice element din A, este de forma P(x) + ap X" unde PeA,,

iar a,+; €Q. Deci fiecarui element din A, i se poate pune in

corespondentd un cuplu (P(x), a,+1)€A, x Q. Din problema 2.17.
(iv), rezultd ca |An = No.
Folosind inductia matematica, rezulta ca |A, |= ¥, oricare

ar fi neN.

(v). Deoarece fiecare polinom are un numar finit de
radacini, din (iv) si problema 2.17. (iii). rezultd cd multimea
numerelor algebrice este numarabila.

2.19. (i). Fie by,cieA, apoi bycoeA \ {b,c}; in
continuare consideram doua elemente bs,c;eA\{b;,b,,ci,C0},
s.am.d. Astfel obtinem multimile numarabile B’ = {b,, b,...,
by,..} si C={c1,Cz...,Cn,...}. Se vede ca B= A\ C o B’, de unde
A=BuC.

(i1). Fara a particulariza putem admite cd X N A = .
Dupa (i) avem A = B U C, unde C este numarabild, dupa care
A U X=BuU(CuX)unde C U X este tot numarabila, ca
reuniune a unei multimi numarabile cu una cel mult numarabila.

Daca X este numarabild, avem X ~ C U X si deci A ~ B,
dupacare AUX~BUX~BUC=A.DacdY c Xsi|Y| <Ny,
atunci:
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Al<]AUY|<|A U X|=]|A|, deunde |A U Y| = Al

Observatie. Daca 1n (ii) multimea X este numarabila cu
AN X =0, relatia A U X ~ A se mai poate scrie: |A| + Ny = |A],
adica N, este elementul neutru fatd de operatia de adunare a
numerelor cardinale transfinite.

2.20. Deoarece f : R—(0, 1), f(x):%+%arctg x este

bijectiva, este suficient sa aratim ca intervalul (0, 1) nu este o
multime numarabild iar pentru aceasta sa aratdm ca orice functie

f:N—(0,1) nu este surjectiva (procedeul diagonal al lui Cantor).
Pentru fiecare n €N putem scrie pe f (n) ca fractie
zecimald: f (n)=0,a,;a,, ...... Ann....cua; €{0, 1, ..., 9}.
Daca vom considera b€(0,1), b=0, b; b, ....b ,... unde

pentru orice kEN* b, &{0, 9, a y\ }, atunci b&Im(f), adica f nu
este surjectiva.

2.21. (i). Functia f : [0,1] — [ab] definitd prin
f(x) = a + x(b-a) este o bijectie, deci [0,1] ~ [a,b], oricare ar fi

a,beR. Deci si [0,1] ~ [c,d]. Folosind proprietatile de simetrie si
tranzitivitate ale relatiei de echipotentd, obtinem in final ca
[a,b] ~ [c,d]. Analog se arata (a,b) ~ (c,d) (ambele multimi fiind
echivalente cu (0,1)).

(i1). Folosind (ii) din problema 2.19. in care se ia A=(a,b)
iar X = {a}, obtinem [a,b) = A U X ~ A =(a,b).

Analog se deduc si celelalte echivalente.

(iii). [a,b) ~ (0,1) ~ (c,d) ~ [c,d);

(iv). Functia f: [0,0) — [0,1) definita prin f(x) =
% este o bijectie. Deci [0,0) ~ [0,1). Dar [0,1) ~ [0,1] ~ [a,b] si

x+1
deci [0,0) ~ [a,b]. Avem evident ca [0,:0) ~ (-0,0], bijectia Intre
cele doud multimi fiind asigurata de functia g(x) = -x.
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(v). Functia tg x este o bijectie de la (-n/2, n/2) la R. Deci
R ~ (-n/2, 7/2). Din (i) avem ca (-n/2,m/2) ~ (a,b) ceea ce in final
implica ca R ~ (a,b).

2.22. Se observa ca functia f : N — N definitd prin
f(n) = 2n este o injectie nesurjectiva. Deci N ~ f(N)EN, ceea ce

arata ca N nu este finita, fiind echipotenta cu o parte stricta a sa.

2.23. Cum N este infinita ( conform problemei 2.22.)
rezultd ( conform problemei 2.4.) ca si M este infinita .
Reciproc, dacd M este infinitd atunci recursiv se

construieste o functie injectiva f: N — M.

2.24. Un numar cardinal a este natural daca si numai daca

No % 0, deci conform problemei 2.15. daca si numai daca o < ¥,,.

2.25. (i). Din problema 2.21. avem ca |[a,b)| = |(a,b]| =
= |(a,b) =[[a,b]| =R| =c.

(ii). Folosind problema 2.9. si faptul ca Q este
numarabila avem ca R=1U Q ~ I, adica |I|=|R|=c.

(iii). Analog, R = A U T ~ T, deoarece multimea A a
numerelor algebrice este numarabila.

(iv). Deoarece NN contine functiile constante avem ca
INN| > Ny. Sa presupunem cd NN este numarabila, adica
NN = {f,, fi,..., fi,...}.

Fie functia g : N—>N definita prin g(n) = b,, unde
b,=1+a)  iara), = fy(n), neN. Evident geNN. Deci existd neN
cu g = f,. In particular, g(n) = f,(n), adici 1+a” = a" ceea ce este
absurd.

Observatie. Din (iv). obtinem ca N ON“ =c.
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2.26. (i). Fie A,,..., A, multimi de puterea continuului,
disjuncte doud cate doua, iar a; < a, < ...< a, numere reale. Din
problema 2.25. (i). rezulta ca:

A ~[a,a:), Ay ~[a2a3), ..., Ay~ [an,8511),

iar din problema 2.14. obtinem ca Lnj Ay ~ [a1,a,+1), ceea ce dupa
k=1

problema 2.25., (i). inseamna ca ||J Ax|=|[a,am1)|=c.
k=1

(i1). Fie Ay,...,A,,... o familie numarabila si disjuncta de

multimi de puterea continuului. Fie a, = 2—l , neN*. Procedand
n

analog ca la (i) avem ca A,~[ap,ay) si deci 4, ~[1,2), adica

|UA,, |=c.

(iii).Fie A, B cu |A] = |B| = ¢. Din problema 2.25. (iv)
rezultd cd exista bijectiile f: A —> NN g: B — NN,

Deci pentru fiecare acA, beB fixate, exista f,, g,eNN,

Definim h : A x B — NN astfel: h(,,(n) = f(p) dacd n = 2p si
hap(n) = gy(p) dacd n = 2p+1, adicd h,y) este sirul : £,(0), g,(0),
fu(1), go(1), ... 1u(P), 2o(p),---

Sa aratam cad h este injectiva. Fie (a,b) # (a’,b"). Daca
hap) = h@py ar rezulta ca pentru orice p avem f(p) = fu(p) si
2(p) = gv(p), ceea ce in baza injectivitatii lui f, g conduce la
a=a', b=">'" Deci am ajuns la contradictie care aratd ca h este
injectiva.

Sa ardtdm ca h este surjectiva. Fie (u,),ene NN, iar v, = uy,
$i W, = Uy, pentru neN. Deoarece f,g sunt surjective exista
acA,beB al f;= (Vp)nen $1 8 = (Wn)nen. Evident hi,p) = (Up)nen.

Deci A x B ~ NN, adicd |A x B| = [NN| =N Yo =¢.

Observatie. Din (i) se deducecan- c=c+c+...4+c=c
NS —

n ori
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iardin (if)ca N c=c.
Proprietatea (iii) aratd cd c-c = ¢ de unde rezulta ca :

¢ =(c-c)ec=cc=c

“ A *
si in general: ¢" =c¢,neN".

2.27. (i). Daca A este finitd atunci F(A) = P(A) si din
problema 2.12. rezulti ci avem [F(A)| = [P(A)] = 2 > |A|.
Deoarece N(A) = & avem |[N(A)| = 0.

(i1). Fie Fy(A)={X | XcA, [X| = n}. Evident,
F(A) = L’;Fn(A). Avem ca Ny = |A| < |Fy(A)] £ |Ax...?<A| =
=]A" =R =N (pentrun > 1) si deci [F,(A)| = |A] = N,.

Din problema 2.17. (i) rezulta ca [F(A)| = N,.

De aici se vede ca N(A) ~ N(A)UF(A) = P(A).

Deci [N(A)| = [P(A)| =2 =2% =

(ii1). Procedand analog ca la (ii) se obtine |F,(A)| = |A| =,
si de aici rezultd ca |[F(A)| = c¢. Din definitia si proprietatile
operatiei de exponentiere a numerelor cardinale avem: |[N(A)| =
=AN| =M =2 M) =2 =,

Din problema 2.12. (i), [P(A)| = 2"'=2°> ¢.

2.28. (i). Avem ca [P(N)|=2N=2% =,
(ii). Analog, [P(R)| = 2/Rl =2,
(iii). Din proprietatile operatiilor cu numerele cardinale
Ny si c avem:
IRR|= ¢ = (2% ) =2%0¢ =2,
Observatie. Mai sus am obtinut cd 2™ = ¢ < 2° = ¢, deci

multimea functiilor reale de argument real {f : R — R} are
cardinalul mai mare decat puterea continuului.

2.29. (i). Rezulta din problema problema 2.17. (i).
(i1). Rezulta din problema 2.17. (i) si (iv).
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(iii). 7 =2M0 2N =M TN Vo=

(v). ¢Yo= 2% )No=2% N " de unde aplicand (ii)
deducem ci ¢ =2 =

(v). Din problema 2.13., cum 2 < ¢ obtinem ci c+c<c¢’=c.

Pe de alta parte, cum ¢ < ¢ + ¢ si tindnd cont de (iii),
deducemcac<c+c<c decic=c+c

(vi). Din inegalitatile 2 < N, < ¢ si din problema 2.6.
obtinem cd 2™ < R} <™ deunde ¢ < K}" <c, adicd
Ny =c.

(vii). Tot din inegalitatile 2 <X (< ¢ si tindnd cont de

problema 2.5. (vii) deducem ci ¢ =2- ¢ < Ry ¢ < ¢ = ¢, de unde
No- c=c.
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§ 3. Relatii de preordine(ordine). Elemente speciale intr-o
multime ordonata.

3.1. (i). Dacd m, n, peN atunci in mod evident m|m, daca
m |n si n |m atunci m = n iar dacd m|n si n|p atunci m|p, adica
(N,| ) este o multime ordonata.

(ii). Deoarece pentru orice neN avem 1|n si n|0 deducem
ca 1 joaca rolul lui 0 si 0 joaca rolul lui 1.

(iii). Relatia de divizibilitate pe Z este doar reflexiva si
tranzitiva (adica este o ordine partiala pe Z), fara a fi antisimetrica

( deoarece, de exemplu 1]-1 si-1]1 dar 1=-11!).
(iv). Elementele minimale ale lui M sunt numerele prime.
(v). Raspunsul este negativ deoarece 1n cazul elementelor 2

si 3 nuavem 2|3 si nici 3]2.

3.2. (i). Daca A,B,CeP(M), atunci in mod evident avem
A c A, daca A < B si Bc A atunci A = B, iar daca A < B si
B < C, atunci A < C, de unde concluzia ca (P(M), <) este o
multime ordonatd. Deoarece pentru orice Ae P(M) avem
cAcMdeducemca0=Tsil=M.

(i1). Raspunsul este negativ deoarece alegdnd doud
elemente a,beM cu a # b, atunci nu avem {a} < {b} si nici
{b}c{a}( se subintelege conditia ca M sd aibad cel putin doua
elemente !).

3.3. Demonstram cd < este o relatie de ordine :
- reflexivitatea : m < m evident, deoarece m =m + 0.

- antisimetria: m < n gi n < m arata ca exista p, seN a.i.

n=m-+psi m=n-+s. Decin=n+p+ssicum (N,+) este un
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monoid cu proprietatea de simplificare, rezultd ca p + s = 0, de
unde rezultd ca p=s =0, adici m =n.
- tranzitivitatea: fie m <n gi n < p; atunci exista s,teN a.i.
n=m-+ssip=n-+t decip=m+(s+t),ceeacearatd cim< p.
Pentru a arita cd ordinea < este totald, fie meN fixat si
multimea :

Pn={neN|n<msaum<n}cN.
In mod evident 0P, si fie neP,, Dacd n = m, atunci cum
n < s(n) avem m < s(n), adicad s(n) €P,. Dacd n < m, atunci
s(n) <m si din nou s(n)eP,. Daca m <n, cum n < s(n) avem ca

m < s(n) si din nou s(n)eP,. Rezultd ca P,, = N si cum m este

oarecare deducem ci ordinea de pe N este totala.

3.4. Trebuie sa demonstram ca orice submultime nevida
A c N are un cel mai mic element. Pentru aceasta fie:

P={neN|n<x, pentru orice xe A} < N.
Evident 0eP. Daca pentru orice neP ar rezulta s(n) €P,

atunci am deduce cd P = N, astfel ca alegdnd un x,€A atunci
xo€P, deci s(x¢)€P. In particular ar rezulta ca s(x,) < Xo — absurd !.

Deducem ca P = N, adici exista acP a.i. s(a)gP. Vom
demonstra ca acA si ca a este cel mai mic element al lui A.

Daca ag A, atunci pentru orice XxeA avem a < x, de unde
s(a) <x, adica s(a) €P — absurd!. Deci ac A si cum aeP deducem

ca a < x pentru orice xeA, adica a este cel mai mic element al lui
A.

3.5. Fie xeM. Deoarece x < x iar x€[x], deducem ca
[x]p < [x],, adica relatia < de pe M/p este reflexiva .

Daca x,y,zeM si [x], < [ylp [ylp < [z], atunci exista
x'€[x],, y'e [yl al x' <y siy"elyl,, Z'€[z], ai y" <Z'. Cum
ypy,ypy'siySy=y <y’'siy’"<y.Dinx"<y'siy <y"
deducemca x’' <y" sicumy” <z' = x' <7, adicd [x], < [z],, deci
relatia < de pe M/p este tranzitiva.
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Daca x,yeM si x <y, cum x€[x], si ye [y], deducem ca
pm(X) < pu(y), adica py este izotona.

3.6. Vom considera pe M relatia x py < x<ysiy<x.
Se verifica imediat cd p este o relatie de echivalentd pe M
compatibild cu <.

Alegem M= M/p sipu : M — Msurjec‘;ia canonica
(care este izotond). Sd aratam cd relatia de preordine cat <
(definita 1in cadrul problemei 3.5.) este o relatie de ordine (adica
mai trebuie sa aratam ca este §i antisimetrica).

Fie x,yeM ali. [x], < [y], si [y], < [x],. Atunci exista
x'e[x],, y'e [yl, al x' <y siy"elyl,, x"€[x], al y” <x". Mai
avem de asemenea inegalitatile : x < x', X' <X,y <ysiy <y,
X"<xsix <X, y'<ysiy<y".

Din sirul de inegalitti : x <x', x' <y'si y' <y deducem
cax<y,iardiny <y", y'<x" si X" < x deducem ca y < x, adica
[x]o= Y],

Fie acum g: M — N o aplicatie izotond. Definim
g ‘M —> N prin g ([x],) = g(x). Aplicatia g este bine definita
deoarece dacd [x], = [y], = x <y siy <x . Cum g este izotona
deducem ca g(x) < g(y) si g(y) £ g(x) si cum N este o multime
ordonata rezulti ca g(x) = g(y). In mod evident g este izotona si

g opy=g. Unicitatea lui g rezultd din faptul ca py este surjectie.

3.7. Fie S c A al. existd inf(S). Fie M ¢ A multimea
majorantilor lui S iar m = inf(M). Cum pentru orice x€S si yeM
avem X <y deducem ca x < m, adicd meM, astfel cd m = sup(S).
Implicatia inversa rezulta prin dualizare.

3.8. Evident x <x, (V) xeP, adica < este reflexivad. Daca
X= (Xi)lsiSn Y T (Yi)ISiSn eP, X< y $1 y < X, atunci (3) 1< S, k<n
al. X| = Vi,..., Xs = Vs §1 X1 < Vst1, TESPECLiV Y1 = X1, ..., Y= X Si
Vi+1 < Xg+1. Vom demonstra cd s = k = n. Daca s = k atunci nu
putem avea s = k < n deoarece am avea Xy < Vi1 $1 Ysr1 < Xgi1-
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absurd. Daca s < k atunci s+1<k deci din x <y avem X < yg iar
din y < x ar trebui ca Xg = Y+ - absurd. Analog se arata ca nu
putem avea k < s, de unde k = s si conform celor de mai Tnainte
k=s=n,adicax=y.

Daca x = (Xi)i<i<n » ¥ = (¥i)1<i<n » Z = (Zi)1<icn€P a1, x <y si
y<zatunci (I) 1 <s,k<nal x;=yp,..., Xs = Vs $1 Xs+1 < Ys1»
respectiv y; = Zi, ..., Yi= Z S1 Vi1 < Ze1. Ludnd r = min(s,k)
obtinem cd X; =y; = Zj,..., X; = ¥; = Z; 1ar X4 = Y1 < Z+1 (dacd
r=k) sau x4 <y = z+1 (daca r =s). Astfel rezulta ca x < z, deci
relatia < este tranzitiva.

Din cele demonstrate rezultd ca (P, < ) este o multime
ordonata.

3.9. (i). Evident x <x, (V) X = (X;)ie1€P deoarece x; < x;,
(V) iel.

Fie x = (X)ic, Y = (Vi)ie1, astfel incat x <y si y < x. Atunci
X; £y 51y < x5 (V) i€l si deoarece fiecare P; este o multime
ordonata rezulta ca x; =y, (V) i€l, adica x=1y.

Fie x = (Xiic, Y = (Vi)ier, 2 = (Z)icr€P al. x <y siy <z
Atunci x; < y; 51 yi £ 7, (V) i€l si deoarece fiecare P; este o
multime ordonata rezulta ci x; < z;, (V) i€l, adicd x < z.

Astfel, multimea (P, <) este ordonata.

Daca x = (Xi)ieb y = (yi)iEIEP al x < Y, atunci X; < Vi,
(V) i€l si cum py(x) = x; iar pi(y) = y; rezulta ca pi(x) < pi(y),
(V) i€l, adica proiectiile p; sunt izotone.

(i1). Din proprietatea de universalitate a produsului direct
pentru familia (P;);c; (considerate doar ca multimi) existd o unica
functie u : P'—> P a.i. pjou = p/, oricare ar fi i€l, si anume u(x) =
= (pi'(x))ie1- Mai trebuie sa demonstram ca u este izotona. Fie
X = (Xjic, ¥ = (Vi)ier 2.1. x <y, deci x; < y;, (V) i€l si din modul de
definire al lui u rezulta ca u(x) < u(y), adica u este izotona.

3.10. Raspunsul este negativ, contraexemplul fiindu-ne
oferit de [0,1]x[0,1] cu ordinea produs: (a,b) < (c,d) < a < ¢ si
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b < d ( < fiind ordinea naturald de pe R). Se observa ca
(0,1) si (1,0) sunt incomparabile.

3.11. (i). Reflexivitatea si simetria sunt imediate. Daca
(x,1) £ (v,)) si(v,)) £(zk)atuncii=j=k six <y, y <z de unde
x < z, adicd (x,1) < (z,k). Deci < este si tranzitiva, adicd este o
relatie de ordine pe S.

Daca x,yeP; si x <y, atunci (x,1) < (y,1) = oi(x) < oi(y),
deci o este izotona.

(i1). Se verifica imediatcau : S > S', u((x,1)) = o/'(x) este
izotona si verificd conditia de universalitate din enunt.

3.12. (i). Reamintim ca S = { (x,i) | xeP;, iel} iar
Q. Pi d S, Oti(X) = (X,i).

Este evident ca (x,1) < (x,1), (V) (x,1)eS.

Daca (x,i), (v,))eS ai. (x,1) < (y4) si (v,)) < (x,1) atunci

1. 1< care face ca a doua inegalitate sa fie imposibila;
2. i=j care implicd x <y siy < x, deci x =y (deoarece
multimea P; este ordonata).

Daci (x,1), (y,)), (zk)€S ai (x,i) < (vy) si (vJ) < (zk),
1.1<jsij <k =1i<k(deoarece I este ordonatd)= (x,i) < (z,k);
2.1<j,j=ksiy <z=1<ksiastfel (x,i) < (zk);
3.i=j,x<ysij<k =>i<k=(x,) < (zk);
4.i=j,x<y,j=ksiy<z=i=k six<z= (x,i) < (zk).

Am demonstrat astfel ca (S, <) este o multime ordonata.

Fie x,yeP;, x <y = (x,1) £ (v,1) = ai(x) < ai(y), deci
injectiile canonice sunt functii izotone.

(i1). Folosind proprietatea de universalitate a sumei directe
a unei familii de multimi deducem existenta si unicitatea unei
functii u : S —> S ai. uoq; = @, (V) i€l (u se defineste prin
u((x,1)) = a(x), (V) iel). Mai trebuie sd demonstram ca u este
izotona.
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Fie (x,1), (v,))€S ali. (x,1) £ (y,j). Daca i < j, cum din
ipotezd orice element din o;'(P;) este majorant pentru o;'(P;)
deducem ca ay'(x) < o;'(y), adicad u ((x,1)) < u((y,j)). Dacai=j si
x <y = 0 (x) < a;(y) = u((x,1)) < u((y,1)). Deci u este izotona.

3.13. Este evident ca f < f, (V) feHom(A,P) deoarece P
este o multime ordonata si deci f(x) < f(x), (V) x€A.

Daca f,g eHom(A, P) ai. f< gsi g <f, atunci f(x) < g(x)
si g(x) < f(x), (V) xeA, si astfel, cum P este multime ordonata,
deducem ca f(x) = g(x), (V) xeA, decif=g.

Daca f, g, heHom(A, P) ai. f < g si g < h, atunci
f(x) < g(x) si g(x) < h(x), oricare ar fi xeA, de unde f(x) < h(x),
(V) xeA, adica f<h.

Deci, rezultd cd Hom(A, P) este o multime ordonata.

3.14. Faptul ca (M’, ) < (M',f) este evident.

Daca (M4, 1)), (Ma, f;)eP ai. (M, £1)<(M,, £5) 51 (M, ) <
< (My, 1), atunci M; € M; si f2‘M1 =fis1 M, c M, si f1|M2 =f,.
Atunci M; =M, si f] =5, deci (M, f1) = (M, f5).

Daca (M,, f1), (Ma, f5), (M3, f5) eP ai. (M, f)) < (M, )
si (M, £)) < (M, £5) > My € Ma si Bm, = fi st My € M si
fm, = . Atunci My € M si fim, = fi, deci (M, f1) < (Ms, f3).

Astfel, (P, <) este o multime ordonata.

3.15.(1). Fie AcMsiinf A=a. Atuncia <x, (V) XeA si
cum f este izotond rezultd cd f(a) < f(x), (V) xe€A, deci
f(a) < inf {f(x) / xeA}= inf (f(A)).

Prin dualizare obtinem si cealala inegalitate.

Fie M = N = R cu ordinea naturald si A = (a,b) — R,
a,beR,a<bsifief: R - R definita astfel:
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x=1, x<a
f(x) = <x, xe(a,b).
x+1, x>b

Atunci f este o functie izotona. Avem inf A =a, sup A =
= b, f(A)=(a,b) iar f(a) = a-1 si f(b) = b+1. Atunci a -1=f( inf A) <
<inf( f(A))=asi b=sup(f(A)) <f(sup(A))= b+ 1.

(i1). Daca f este izomorfism de ordine, atunci f este o
bijectie. Fie beN a.i. b < f(x), pentru orice xeA. Cum f este
bijectiva, b = f(x() cu xo €M. Din f(x¢) < f(x) si faptul ca f este
izomorfism de ordine, deducem ca x, < X, pentru orice Xe A,
adica xo £ a = b = f(x¢) < f(a), adica f(a) = inf (f(A)). Analog
pentru supremum.

3.16. Fie {x;};c; = M si m =inf{f(x;):iel}. Vom demonstra
ca g(m) = inf{x;: iel}.

Avem cda m < f(x;), (V) iel = g(m) < g(f(x;)) = x;, deci
g(m) < x;, (V)iel

Fie m' eM ai m' < x;, (V) iel. Atunci f(m') < f(x)),
(V) iel, deci f(m') < m, de unde rezultd ca g(f(m')) < g(m) =
m’ < g(m), adica inf {x;: iel} = g(m).

Pentru supremum se demonstreaza prin dualizare.

3.17. Fie (P;) i<, 0 familie finitd de multimi total ordonate
si multimea P=P;xP,x...xP, ordonatd cu ordinea lexicografica
(vezi problema 3.8.). Fie x = (X)ici<cn » ¥ = (Vi)i<iza €P si
consideram cé fiecare P; este o multime total ordonatd. Atunci
x; <y sau y;<x;.Studiem doar primul caz, celilalt rezolvandu-se
analog. Daca x;<y; avem ca x <Yy iar In dacd x; = y; se merge mai
departe si se observa relatia de ordine dintre x; si y, 1n situatia in
care P, este total ordonatd. Daca x, < y, atunci x < y iar daca
y» = X, se continud procedeul. Deci P este o multime total
ordonata.
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§4. Latici.

4.1. (i). Din a < b rezultd cd a Ac < bAc, ave < bve.

(i1). Din b,c<bv cdeducemcda aAb,aAc<an(bvc),
deunde (anb)v(anc)<an(bveo).

(iii)). Din b A c <b,cdeducemciav (bAac)<avhb,
avce,deci av(bac)<(avDb)a(ave).

(iv). Avem (aAb)v(bAac)<bAa(avc)(conform cu
(i)),deunde (a Ab)v(bAac)v(crna)<(bAa (ave)vicnana)<
< ((cAna)vbAcnanavi(avec) (conform cu (i) =
=((crna)vbya(avec)<(cvb)a(avb)a(avc)(conformcu
(i1)).

(v). Avema Ab<aiaranc<bv(aAc)deunde
(aanb)v(anc)<an(bv(anc)).

4.2. Cum in orice latice, daca ¢ <a, atunci (aAb)vc<
<an(bvc), echivalenta (i) < (ii) este imediata.
(1) = (ii1). Rezultd din aceeaca anc<c.

(iii) = (i). Fiea,b,c € L ail. a<c. Atuncia=a A ¢, deci
(avb)ac=(anc)vb)ac=(anc)v(bac)=av(bac).

(i) = (iv). Avem a=av(aanb)=av(cab)=av(bac)
= (avb)ac=(cvb)ac=c.

(iv) = (v). Evident.

(v) = (i). Sa presupunem ca L nu satisface (i). Exista

atuncia,b,c in L ai a<c,iar av(bac)#(avb)Aac. Sa
observimcibAac<av(bac)<(avb)ac<avb,bac<b<

<avb,av(bac)£bsibk(avb)ac.

Obtinem in felul acesta diagrama Hasse a unei sublatici a lui
L izomorfa cu Ns:
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(observand si ca (a v (bac)) v b=av ((bac) v b)=avb si
((avb)Ac)aAb=((avb)Ab) Ac=Db Ac), ceea ce este absurd.

4.3.(1) = (i1). Din (i), (avb)a(avc)=((avb)aa)v
v(ilavb)ac) =av(ca(avb))=(cu(i)) =av((crna)v
v({cab)) =av(cara)v(cab)y=av(cab)=av(bac).

(il) = (i). Analog.

(i) < (iii). Rezultd din aceea ca pentru oricare elemente
a,b,cel, (anb)v(aanc)<ana(bvec).

(1) = (iv). Consideram ca L satisface (i) si fie a,b,c € L.
Atunci :

(avb)a(bv c)a(cva) = (((avb)ab)v((avb)ac)) A
Aeva)=(bv({anc)v (bac))a(cva) = (bv(anc)a
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Alcva)=(ba(cva))v((anc)a(cva)=((barc)v(baa)v

vi{aanc)=(aanb)v(bac)v(cnaa).

(iv) = (i). Deducem imediat ca L este modulara, deoarece
dacia,b, ceL si a<c, (avb)ac=(avb)a((bvc)ac)=
=(avb)a(bve)a(cva)=(aab)v(bac)v(cana)=
=(anb)vbac)va=((aanb)va)v(bac)=av(bac). Cu
aceastd observatie, distributivitatea lui L se deduce astfel:

an(bve)=(@a(avb)a(bve)=((an(cva)an(avb)a
Abve)y=an(avb)a(bvec)a(cva=aan((anb)v(bac)\
vcana))=(an((anb)v(bac))vV(cna)=(datoritd
modularitatii) =(a A (b A c)) v (aAb) v (c A a)=(datorita

modularitatii)=(a A b) v (a A ¢).

(i) = (v). Daca anc=bAc si avc=Dbvc, atunci
a=an(avc)=aan(bvc)=(aanb)v(aanc)=(anb)v(bac)=

=ba(avec)=ba(bvc)=h.

(v) = (vi). Sa admitem prin absurd ca atdt N5 cat si Ms
sunt sublatici ale lui L. In cazul lui Ns observim ci bac=
=baa=0,bvc=bva=1 sitotusi a#c iarincazul lui Ms,

bara=bac=0,bva=bvc=1 sitotusi a=#c - absurd!

(vi) = (i). Conform problemei 4.2., daca L nu are sublatici
izomorfe cu Ns atunci ea este modulara. Cum pentru oricare a, b,
ceLavem:(aanb)v(bac)vicra)k(avb)a(bvec)a(cyva),
sd presupunem prin absurd cd existd a,b,c e L ai(aAnb)v
vibac)v(caa) <(avb)a(bvec)Aa(cva) Notam
d=(aanb)v(bac)v(caa), u=(avb) A (bvec) A(cva),
a =(dva) Au b =(dvb)au sic'=(dvec)au
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Diagrama Hasse a multimii {d, a’, b’, c’, u} este

Cum {d,a’,b’, c¢’,u}cL este sublatice, daca vom verifica
faptul ca elementele d,a’,b’,c’,u sunt distincte, atunci
sublaticea {d, a’, b’, ¢’,u} va fi izomorfa cu M5 ceea ce va fi
contradictoriu cu ipoteza pe care o acceptam.

Deoarece d<u, vom verifica egalitdtile a'vb' =
=b'vc'=c'va =u a Ab =b' Ac'=c'Aa =d siatunciva

rezulta si ca cele 5 elemente d, a’, b, ¢’, u sunt distincte.

Datorita modularitatii lui L avem: a’=d v (a A u),
b'=d v(bau),c'=dv(cAu) iar datoritd simetriei este

suficient sa demonstram doarca a’ A ¢’ =d.

Intr-adevir, a’Ac’' = (dva)Aau)A((dvc)au)=
=(dvaa(dve)aru=((arb)vibac)v(cara)a)a(dvc)au =
=((bac)va)a(dve)au =((bac)va)a((aanb)vc)a
A(avb)a(bvec) A(cva) = ((bac)va) A ((aab)ve) =
=(Aac) v (an((aab)vc)(datoritd modularitatii) = (b A c) v
v(((aab)vc)aa)=(bac)v((anb)v(cna a)) (datorita

modularitatii) = d.
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4.4. Fie (L, <) o multime total ordonata si x,y,zeL. Atunci
intre x,y,z existd o anumitd relatie de ordonare, spre exemplu:
x<y<z Atunci X A(YyVZ)=(XAY)V(XAZ) ©SXAZ=
=X V X & X = X, ceea ce este adeviarat. Analog si pentru celelalte
cazuri.

4.5. Conform problemei 3.1. din paragraful anterior,
relatia de divizibilitate este o relatie de ordine de pe N. Elementul
0 in acest caz este 1eN deoarece 1| n, oricare ar fi neN, iar

elementul 1 este 0eN, deoarece n | 0, oricare ar fineN.

Aratam ca inf{m,n} = (m,n) ( c.m.m.d.c. al elementelor m
sin) iar sup{m,n} = [m,n] (c.m.m.m.c. al elementelor m si n).

Fie (m,n) =d. Evidentd |msid |niardacid |msid |n,
conform definitiei c.m.m.d.c., d | d". Deci m A n = (m,n).

Analog pentru supremum.

Pentru distributivitate trebuie sa aratdm, spre exemplu, ca:

(m, [n, p])=[(m, n), (m, p)], oricare ar fim, n, peN.

Folosim descompunerea in factori primi a numerelor
m ,n, p:

m=py'ps..p/,n=p{ps..p/",p=p'pL...p/",
cua; B, v eN,i=1,...t (pi,....p; fiind numerele prime ce apar in
descompunerea lui m, n, p, atunci cand nu apar completandu-se cu
exponenti nuli). Relatia de demonstrat se reduce la:

min (o, max ( B;Y; ) ) = max ( min (o;,pB;), min ( oY) ),
oricare ar fi i = 1,...,t, ceea ce este adevarat tindnd cont de
problema 4.4.

4.6. Relatia de incluziune este o relatie de ordine,
conform problemei 3.2.

Daca A, BeP(M), atunci inf{A,B}=A ~ B, iar
sup{A,B}=AUB, deci (P(M), <) este o latice. Cel mai mic
element al acestei latici este & iar cel mai mare element este M.
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Prin dubla incluziune se verifica imediat ca AN(BUC) =
=(ANB)U(ANC), oricare ar fi A, B, CeP(M), deci laticea
(P(M), ) este distributiva.

4.7. Reamintim ca Ns are diagrama Hasse:
1

0
Observaim cd a<c,pecandav (bAac)=a v 0 =a iar

(avb)ac=1Ac=c,astfelcaiav(bac)z(avb)ac.

4.8. Fie L o latice distributivd. Atunci a A (b v ¢) =
=(aanb)v(anc),(V)ab,ceL.

Daca luam c¢ < a atunci relatia de mai sus devine
an(bvc)=(aab)vc, adica L este o latice modulara.

Consideram laticea M5 ce are diagrama Hasse:

1

0
Aceasta este modulara (se verifica direct prin calcul) dar

nu este distributiva ( de exemplu, a A (b v c)=a A 1 = aiar
(aAab)v(aac)=0v0=0).
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49. (). Dacix Ay=XxcumyVvV(XAY)=Sy=>yVX=Yy
= xvy=y.Dual,dacixvy=y=>xAy=x

(i1). Cumx AxX=x =X <X.

Dacd x<ysiySX=XAY=XSIyAX=y=>X=Y.

Dacdx<ys§iy<z=XAYy=XS$lyAz=y. Atunci XAz =
=xXAYAZ =XA(yAZ)=XxAy=X,adicix<z.

Deci (L, <) este o multime ordonata.

Sa ardtdm ca pentru x,yeL, inf{x,y}=x A y iar sup{x,y} =
=XVYy.

Cumxv (X Ay)=x=XAYy<X Analog x Ay <y.Daca
mai avemteL al. t<xsit<y=>tAx=ttAy=tiart A(X Ay)=
SAAX)AY=tAY=t=>t<XAY.

Analog se arata cd sup{x,y} =x Vvy.

4.10. (i) = (ii). Evident;

(i1)) = (i). Din 1) si 2) rezulta ca:

X=XAXVX)=XAX)V(XAX);

XAX=EXAXA((XAX)V(XAX)=(XAX)AX;

XA X=X A(XAXIVXAX)) = (XA X) AX)V((X AX) AX) =

=(xXAX)V (X AX)=X;

XV X=(XAX)V (XA X) =X, astfel rezultd idempotenta lui
A Sl V.

Pentru comutativitate si absorbtia duala:

XAY=XA(YVY)=FAX)VYAX)=Y AKX

EXAY)VX=FAX)VEAX)=XAXVY)=X;

XAFYVX)=EFXAXIVITAX)=XVEXAY)=XV(EXAYA
ANEAYIVI))I=EAX) V((XEAY) AX)=X A((XAY) VX=X A X=X;

XV y = (% AQY VOVYAY v X)) = (Y VDAY v X) =y v X,

Asociativitatea:

XA((XVY)VZD)=EAEXVY)IVEAZ) =XV (XAZ)=X;

xvyva=xa((xvy)vz)vyaryvx)va)v
VZA (v Y) V) (X A (X v Y) vV VIV Y) VD) A (Y v 2)]=

=((xvy) v Axv(yv2);
xvywz=zv(yvx)=((zVvy) Vvx)A(zv(yvx)) =
=(xvy)vzaAaxv(yvz)=xVv(yVz).
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Astfel, conform problemei 4.9., (L, A, V) este latice iar din 2)

deducem ca ea este distributiva.

4.11. (i) = (ii). Evident.

(i) = (i). Demonstram ca x v 0 = x si totul va rezulta din
problema anterioara.

Dar,x vx=AXVO)IVXA X VO0)=XA(XVX)=X;

XAX=XAXVX)=X;

XAY=XA (Y v YSYAK Y OW(Y A (X v 0)=yA(x v 0);

xv0=EVvOAEv)=xaAExVv0)=x.

4.12. (i). Presupunem cd a = Vv a; exista. Atunci a > a; si

iel
deci c A a>c A a, oricare ar fiiel. Fie acum b > ¢ A a;, oricare ar
fi iel; atunci ¢'vb > ¢ v(caag)=("vec)a(vay =
=1A(c"va)=c v a >a, oricare ar fi iel, deci ¢’ v b > a.
Atuncic A(c'vb)>2cra=(cacd)viicab)>2cra=>
Ov((cab)2crna=cAb>2cAaa=Db2=>cAa, astfel ca
C/\a=i\€/I(C/\ai).

(i1). Din (i) prin dualizare.

4.13. Pentru Mc G vom nota prin <M> subgrupul lui G
generat de M. Daca {H;};.; este o familie de subgrupuri ale lui G,
atunci A Hi= N H; iar v Hi=(UH;).

iel iel

4.14. (i). Evidenta.

(i1). Daca notdm d = [m,n], atunci cum m | d, n | d, din (i)
deducem ca dZc mZ si dZc nZ. Fie acum L= pZel(Z,+) (cu
peN) a.i. Lc H si Lc K. Din (i) deducem cd m | p si n | p. Atunci
d | p, adica LcdZ, de unde concluzia ca H A K =HNK = [m,n]Z.

(iii). Analog cu (ii).
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(iv). Daca H, K, LeL(Z,+), H=mZ, K=nZ si L = pZ
(cu m, n, peN) atunci tinand cont de (ii) si (iii) avem:

HAK vL)y=[m,(np)lZiar (HAK)v(HAL)=
= ([m, n], [m, p))Z si cum [m, (n, p)] = ([m, n],[m, p]) (conform
problemei 4.5.), deducem ca HA (K vL)=(HAK)v (HAL),
adica (L(Z,+), <) este distributiva.

4.15. Contraexemplul ne este oferit de G = (Z,+) x (Z,%)
vezi ([6,7]).

4.16. Este evident ca {1} si G fac parte din Lo(G). Fie
acum H, Ke Ly(G), xeG si heHNK. Atunci xhx™" eH, K deci
xhx'eHNK, adica HNK € Ly(G).

Sa aratam acum ca H v K = HK = KH (unde HK=
={hkheH, keK}). Avem HK= | | xK = | JKx=KH .
xeH xeH

in mod evident H, KcHK iar daca alegem S<G a.i.
H, KcS atunci HKcS, adica HK=KH=HvK. Pentru a arita ca

HK <G, fie xeG, heH si kek.

Scriind x(hk)x" = (xhx")(xkx"), cum xhx' €H si
xkx"'eK, deducem ci x(hk)x™" eHK, adicda HK <G, deci si
HvK eLy(G). Am demonstrat deci ca Ly(G) este sublatice
(marginita) a lui L(G). Pentru a proba ca Ly(G) este modulara
(conform problemei 4.2.) fie H, K, LeLy(G) a.i. HCK si sa aratam
ca KA(HvL) = Hv(KAL). Este suficient sa probam incluziunea
KN(HL) € H(KNL) (cealalta fiind evidenta) iar pentru aceasta fie
xeKN(HL). Atunci xeK si xeHL ceea ce implici x =yzcuyeH
si zeL. Avem z= y'lxeK si cum zeL deducem ca ze KNL. Cum
yeH rezultd x=yzeH(KNL), adica avem KN(LH) < H(KNL).
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4.17. Trebuie sa aratam (conform problemei 4.2.) ca daca
P, Q, ReEL,(M) si RSP, atunci PA(QVR)=(PAQ)VR <
PN(Q+R) = (PNQ)+R (cici QVR = Q + R = {x+y|xeQ si yeR}).

Cum incluziunea (PNQ)+R < PN(Q+R) este evidentd, fie
x€PN(Q+R). Atunci XEP si x = y+z cu yeQ si z€R. Cum RSP
deducem cd y = x-z€P si cum yeQ avem ca yePNQ, adica
xE(PNQ)+R, deci este adevarata si incluziunea PN(Q+R)c
c(PNQ)+R, de unde egalitatea PN(Q+R)=(PNQ)+R.

Observatie. 1. In general, laticea (L,(M), S) poate si nu
fie distributivd. Contraexemplul ne este oferit de Z-modulul
M=7ZXZ.

2. Laticea submodulelor Z-modulului Z (adica laticea
idealelor inelului (Z, +, -)) este distributiva. Intr-adevar, daca
avem trei ideale I, J, K ale inelului Z atunci I=mZ, J=nZ, K=pZ cu
m, n, pEN. Se verifica imediat cd INJ=[m, n]Z iar IvJ=(m, n)Z,

astfel ca egalitatea IN(JVK) = (INJ)V(INK) este echivalentd cu
[m, (n, p)]=([m, n], [m, p]) iar ultima egalitate este adevarata
( vezi si problema 4.14.).

4.18. Fie A= {xe L | x <f(x) } # & céci (0€A). Cum
A c L si L este completa rezulta ca existd acl, a = sup A. Atunci
x < a, oricare ar fi xeA, deci x < f(x) < f(a), oricare ar fi x€A.
Rezulta ca a < f(a), deci f(a) < f(f(a)), adica f(a)eA. Cum
a = supA, rezulta ca f(a) < a, de unde deducem egalitatea a = f(a).

4.19. Conform problemei 4.3. trebuie sa demonstram, spre
exemplu, cd xA(yv z)=(XAYy)V (X Az),oricare ar fi x, y, zeL.
Cum inegalitatea (X Ay )V (xAz)<xA(yVz)este adevarata
in orice latice (vezi problema 4.1. (ii)), trebuie sd demonstram
doar inegalitatea X A (Y V Z) S (XAY) V(XA Z).
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Fie(xAy)v(xaz)=tatuncix Ay<tsix Az<t. Din
definitia pseudocomplementului rezulticay <x > tsi z< x > t,
deciy v z<x —t, adica x A (y v 2)<t, ceea ce trebuia demonstrat.

4.20. Conform problemei 3.13., < este o relatie de ordine
pe Hom(A, P).

Pentru f, geHom (A, P), definind h,t : A — P astfel:
h(x) = f(x) A g(x) si t(x) = f(x) v g(x), oricare ar fi xe A (lucru
posibil deoarece P este latice), deducem imediat ca h=f A g si
t=fv g, adicd Hom(A,P) este latice.

4.21. Faptul cad (C[0,1],<) este multime ordonatd rezulta

din problema anterioara pentru A = [0,1] si P = R, ambele multimi
fiind ordonate (chiar latici).
Daca f, geC[0,1], cum functia modul este continud avem:

fv g =max (fg)=L50 5 C[0,1] 5 f A g =L eCl0,1],
astfel ca (C[0,1], <) este o latice.

4.22. Deoarece X, Y sunt submultimi finite ale laticei L,
atunci existd inf X, inf Y si inf (X U Y). Fiea=inf X sib=inf Y
siz=aAb.Deci a<x,oricare ar fi xeX, b <y, oricare ar fiyeY
siz<a,z<b. Atunci z<x, z<y, oricare ar fi xe X si oricare ar fi
yeY.Deciz<t, oricarear fiteX U Y.

FieselL a.l. s<t, oricare ar fiteX U Y, deci s < x, oricare
ar fi xeX si s <y, oricare ar fiyeY. Cuma=inf Xsib=inf Y
rezultd cd s < asis<b,si deoarece z=a A b, avem ca s < z, deci
z=inf XUY).

4.23. Presupunem cd x si y sunt ambele elemente
maximale ale Iui L. Cum x<xvysiy<xvVysideoarece X §iy
sunt maximale, rezultd cd x = x v y =y, adicd x =y. Pentru cazul
elementului minimal procedam prin dualizare.
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4.24. Fie §= { ael | exista s, ..., s,€S ai a<s; v...
v sy}. Se verifica imediat cd S este ideal al lui L ce contine pe S,
de unde incluziunea (S] c S'.

Fie I un ideal al lui L ce contine pe S si ae S . Atunci
existd sy, ..., speS < I al a<s; v...v s, Deducem imediat ca

acl,deci S cn {I|Tel(L)siScI}=(S]
Din(S]c S si § < (S]deducemca (S]=S.

4.25. Totul rezulta din dualizarea solutiei de la problema
4.24.

4.26. Daca (Iy)xcx este o familie de ideale ale lui L, atunci

A L= () Liiar v I =( U LJ. Daci L are 0, atunci 0 (in I(L))
keK keK keK keK

= {0} iar1=L.
Pentru filtre rationdm prin dualizare. Daca L are 1 atunci 0
(in F(L)) = {1} iar 1= L.

4.27. (i) < (ii). Evident, deoarece pentru orice filtru F si
X, yeF=xvyeF (cicix,y<xvy).

(i) = (iii). Daca x, yel atunci x,yeF, deci x v ye¢F =
x v yel\F = 1. Alegand x, yeL cux <y si yel = L\F = y ¢F.
Atunci x¢F (cdci in caz contrar am deduce ca yeF), deci
xeL\F=I, adica I este un ideal.

Fie acum x, yeL a.i. x A 'y €l. Daca prin absurd x¢I si
yel, atunci X, yeF = x Ay €F = x Ay ¢l — absurd!.

(iii) = (ii). Prin dualizarea implicatiei precedente.

(il)) = (@iv). Fie h : L — {0,1}, h(x) = 1 daca xeF si
h(x) = 0 dacd xeL \ F. Atunci h este surjectie deoarece & # F = L.
Daca x, yeL atunci h(x A y) =1 < x Ay €F < x, yeF
(x Ay <x,ysiFfiltru) < h(x) =h(y) = 1 < h(x) A h(y) =1, deci
h(x A y) = h(x) A h(y), oricare ar fi x, yeL. Analog se aratd ca
h(x v y) = h(x) v h(y) oricare ar fi x, yeL. Deci h este un morfism
surjectiv de latici si F =h"'({1}).
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(iv) = (ii). Deoarece h este surjectie avem cad & # F = L.
Atuncix Ay eF < h(x) Ah(y) =h(xAy)=1< hx) =
=h(y) < x€F si yeF, deci F este un filtru propriu.

4.28. Fie G= { F' | F' filtrua.i. FC F' si F'n [ = J}. Astfel
G este inductiv ordonata si din lema lui Zorn rezulta ca G are un
element maximal P. Deoarece PG, ramane sa aratam ca P este
prim. P este filtru propriu deoarece PNl = &. Presupunem ca P nu
este prim, atunci existd a, beL a.i. a v beP, agP si bgP (conform
problemei 4.27.). Fie X =Pu{a}. Atunci [X)NI = &, caci altfel
[X)eG si Pc [X) ceea ce contrazice maximalitatea lui P. Fie
xe[X)I, deci existd peP a.l. p A a < x si deoarece xel rezulta ca
p A a€l. Analog existd qeP a.i. g A bel. Deci (p A a) v(q A Db) L.
Dar(pra)v(gab)=(pv g A(vVvb)a(qva)A(avb)eP, deci
INP # &, ceea ce este o contradictie. Deci P este un filtru prim.

Rezultatul pentru ideale se obtine prin dualizare.

4.29. Aplicam problema 4.28. pentru F = [a) (respectiv
I = (a]) (avem ca INF # O, caci daca am avea xeFnl atunci
X > a, deci ael — absurd).

4.30. Aplicam problema 4.28. pentru I = (b] (respectiv
F =[b)).

4.31. Aplicam problema 4.29. pentru I = (b] si F = [a).

4.32. Fie F un filtru propriu. Fie F={P | P filtru prim a.i.
Fc P}. Conform problemei 4.30. F nu este multimea vida. Fie
F' = N{P | PeF} si ardtim cd F = F'. Presupunem ca existd
aeF’" \'F, deci conform problemei 4.30. existd un filtru prim PeF
a.i. agP, ceea ce contrazice faptul cd acF’.
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4.33. Fie F un filtru maximal. Atunci F este inclus intr-un
filtru prim P (vezi problema 4.28.), deci F = P din maximalitatea
lui F.

4.34. Se probeaza imediat cd f : [a A b, a] > [b, a v b],
f(x) = x v b pentru orice a A b < x < a este izomorfismul cautat
(inversul lui f fiind g : [b, a v b]> [a A b, a], g(X) =X A a,
pentru orice b<x <avb).

4.35. Sa presupunem cé L este distributiva. Tinand cont de
problema 4.24. pentru tel v J existd iel si jeJ al. t <i v j, astfel
cat=ta(v)=(tai)vtaj=ivjcui=1ntelsi
i'=jntel

Pentru a proba afirmatia reciproca, sa presupunem prin
absurd cd L nu este distributiva si sa aratam ca exista idealele I,
Jel(L) ce nu verificd ipoteza. Conform problemei 4.3., existd
elementele a,b,cel care Impreund cu 0 si 1 formeazd una din
laticile:

Fiel=(b],J=(c]. Cuma <b v ¢ deducem ca acl v J .
Dacaamaveaa=1ivjcuielsijel], atuncij<c, decij<a A c<b,
adicd jel siastfela=1v j €], deci a < b, ceea ce este absurd!.

4.36. (i). Din echivalenfa t < x Ay < t<xsit<y
deducem imediat egalitatea: (x] A (y] = (X A Y]
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Pentru cealalalta incluziune, din x,y < x v y deducem ca
x,ye(x v yl, deci (x], (y] = (x v y] si de aici (x] v (y] < (x v y].

(i1). Sa presupunem acum ca L este distributiva cu 0 si 1 si
sd aratam cealalta incluziune: (x v y] < (x] v (y]. Conform
problemei 4.35., (x] v (y]={iv]j|iex]sije(y]} ={ivj|i<xsi
j<y}. Fiet<xvysatuncit=tAXVvYy)=(tAx)Vv(tAy) €
e(x] v (y] (deoarece taxe(x], taye(y]), adicd (x vy] < (x] Vv (y].

4.37. Sa presupunem ca [ A J = (x] si I v J = (y]. Conform
problemei 4.35.,y=1ivj cuielsije). Dacic=xvisib=xV],
atunci cel, beJ si sd demonstram ca [=(c] si J = (b].

Daca prin absurd J # (b], atunci existd aeJ \ (b], a>b. Se
probeaza imediat cd {x, a, b, ¢, y} este o sublatice izomorfa cu Ns
— absurd (deoarece L este presupusa distributiva). Daca I = (c] se
gaseste analog o sublatice a lui L izomorfa cu N5 — absurd.

4.38. FieaeL sia', a' doi complementi ai lui a.

Dinana ' =0=ana’siava =1=ava" deducem ca
a’ = a'" (L fiind distributiva).

4.39. In mod evident 1=0* iar (i) si (ii) rezulta din
definitia pseudocomplementului.

(ii). Dachia<b=aAnb*<bAab*=0=aAnb*=0=
b* <a*.

(iv). Dacd a* A a=0 = a < (a*)* = a**,

(v). Din a < a** si (iii) deducem ca a*** < a* si cum
a* < (a*)** = a*** deducem ca a*** = a*,

(vi. Dachaanb=0=Db<a* = a** Ab<a**Aa*=0
= a** Ab=0.

Dacd a** Ab=0cuma<a**=aAb<a*Ab=0

=aAnb=0.

(vi). Dina<a* = aanb<a** Ab= (a** Ab)* <
<(aADb)*.

Vom demonstra ca (a A b)*A a** A b =0 de unde vom
deduce cd (a A b)* < (a** A b)* (adica egalitatea cerutd). Tinand
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cont de (vi) avem: ((a Ab)* Ab)ra**=0< ((aAb)*Ab)ra=0
< (aAb)*A (aAb)=0 (ceea ce este evident).

(viii). Cum L este distributivd avem (a v b)A (a* A b*) =
=(ana* Ab¥)v (b Aa*Ab*)=0vO0=0.Fic acum xeL a.l.
(avb)Aax=0.Deducemca(anx)v(bax)=0adicianx=
=bAax=0,deunde x <a*six <b* deci x <a* A b*.

(ix). Avem (a A b)** < a**  b** deci (a A b)** <
< a** A b** Pentru inegalitatea inversa, din (a Ab) A (aAb)*=0
=bAalar (@A b)¥*]=0= b** A[Jan (a A b)*] =0 = a A [b**A
Al A b)*] = 0 = a**A [b**A (a A b)*] = 0 = (a** A D**)A
A(a A b)* =0 = a**A b** < ((a A b)*)* = (a A b)**, de unde
egalitatea din enunt.

(x). Din (viil) avem: (a** v b*¥)** = (a¥** A pHF**)* =
=(a* A b*) *=((a v b)¥*)* =(a v b)**.

4.40. Avem ana’ = 0 iar dacd mai avem xeL ail.aAnx=0
atuncix=x A l=xAa(a'va)=(xaad)v(xaa=xnaa <a,
adicda a’ = sup { xeL laanx =0] =a* sicuma — 0 = sup{xeL|
a/\xSO}=sup{xeL|a/\x=0} deducemcda’'=a —> 0=a*.

4.41. Faptul cd (a')’ = a este imediat. Tindnd cont de
problemele 4.39., 4.40. si de principiul dualizarii, este suficient sa
demonstramca (aAb)A(a'vb)=0iar(aAab)v(a vb)=1.

Intr-adevir, (a Ab)A(a' v b)=(aAabaa’)v(aabab)=
=0vO0=0iar(anb)v(a'vb)=(ava vb)a(bva v b)=
=lAl=1.

4.42. (i). Tinand cont de problema 4.39. (v), egalitatea
R(L) = { aeL | a** = a} este imediata. Daca a,beR(L), atunci
a** = a, b** = b si din problema 4.39. (ix) deducem ca
(a A D)*¥* =a** A b** =a A b, de unde concluzia ca a A b eR(L).
De asemenea, tot conform problemei 4.39. (x), deducem ca
(av b)**=a** v b**=avb,adiciavb eR(L). In mod evident,
dacd a eR(L) atunci si a* €R(L) ( conform problemei 4.39. (v)),
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deci R(L) este de fapt sublatice pseudocomplementatd a Iui L.
Cum 1*=0si0*=1avemca0, 1eR(L).

(i1). Daca aeL, beD(L) si b < a atunci a* < b* = 0, deci
a* =0, adica aeD(L). Daca a,beD(L), atunci a* = b* = 0 si cum
(a A b)* = (a** A b**)* ( conform problemei 4.39. (vii)) deducem
ca(anb)*=(0* A0¥)*=(1 A 1)*=1*=0, adicaa A beD(L), de
unde concluzia ca D(L) este filtru al lui L. Dacd acD(L) n R(L),
atunci a* =0 sia=a** deunde a=0* = 1.

(ii1). Conform problemei 4.39. (viii), avem (a v a*)* =
=a* Aa** =0, adicaava* eD(L).

(iv). Din problema 4.39. (v), (ix) si (x) rezultd ca ¢ este
un morfism de latici pseudocomplementate. Conform primei
teoreme de izomorfism a algebrei universale, L / Ker (¢r) ~ Im @,.
Este evident ca ¢, este un morfism surjectiv, deci Im ¢p = R(L).
Demonstram ca Ker (@) este D(L). Dacd aecD(L) atunci a* = 0,
deci @p(a) = a** = 0* = 1, deci aeKer (). Daca aeKer (o)
atunci g (a) = 1 = a** =1 = a*** = 1* = a* = 0 = aeD(L).
Astfel L/D(L) = R(L).

4.43. (i). Daca x = (X)ic1 $1 Y = (Vi)ie1 sunt doud elemente
ale lui L, atunci x A y = (Xj A ¥j)ier 18r X V'Y = (X V Vi)iel-

(ii). Se procedeazd ca in cazul produsului direct de
multimi ordonate cu precizarea ca mai trebuie verificat faptul ca u
este morfism de latici (ceea ce este aproape evident).

4.44. Fie F = (X))jc; < [1L; (cux;=( Xij )il pentru orice
iel
jel) o familie de elemente din []LZ;. Atunci sup (F) = (s))ic1 si
iel
inf (F) = (t)ic; unde pentru orice iel, s; = sup {x/}; iar

ti=1inf { x/ };oj, adicd [] L, este completi.

iel

147



4.45. Daca x = (Xj)ic, ¥ = (Vi)ie1 $1 Z = (Z)ie1 sunt trei
elemente din []L;, atunci: X A (Y vV 2) = (Xi A (Vi V Zi))iel =
iel

=((XiAY) V(XA Z)ia =(XAY)V(XAZ).

4.46. (i) = (ii). Evident.

(i) > (). Dinxy<xvy=fx),f{y) <fxvy =
f(x) v f(y) < f(x v y) si cu ajutorul lui (2) deducem ca f(x)v(y)=
=f(x vy).

Dual, dinx Ay <x,y=f(x Ay) < {(x), fly) = f(x Ay) <
< f(x) A f(y) si cu ajutorul lui (3) deducem ca f(x A y)=f(x) A f(y),
adica f este morfism de latici.

447. (i) = (ii). Daca x,yeLsix <y => XAy =X =
f(x A y) = f(x) = f(x) < f(y), adicd f este morfism de multimi
ordonate ( deci izomorfism de multimi ordonate).

(i1) = (1). Sa aratam ca f este morfism de latici, iar pentru
aceasta aratdm ca mai sunt indeplinite conditiile (2) si (3) de la
problema 4.46..

Cum f este presupus izomorfism de multimi ordonate
avem ca X, yeL, x <y < {(x) < f(y). Astfel, f(x v y) < f(x) v {(y)
o x vy < () v f(y)) ceea ce este evident deoarece din
f(x) < fx)VAY) = x < f ' EX)Vi(y)) si analog y < f '(f(x)Vvi(y)),
de unde deducem ci x v y < f (f(x)vf(y)), adica este indeplinita
conditia (2). Analog deducem ca este indeplinita si conditia (3).

4.48. Avem ca 1 = a — a pentru un aeH deoarece pentru
orice xeH,cumaAx<a avemca x <a— a.

(1). Rezulta din definirea lui x — y.

(i1). "= ". Din definirea lui x — y.

"".Avemx Ay <XA(X—>2zZ) <z

(iii)). Avemx > y=1< 1<x>ySxAl<yex<y.

(iv). Avem X Ay<y &S y<x—>Yy.

(v). Avem zA(z—>x)<x<ydeciz—>x<z—> yiar
XA(Yy—o2)Syan(y—>2z)<zdeciy—> z<x >z
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Vi), Avem X AYVA[X 2> (Y2 2] =yAxAEX>
>y —o2)]<yAa(y—>z)<zdecix>(y>2)S(XAY) >z

Invers, x Ay A[(XAy) > z]<zdeci XA[(XAY)—>2z] <
Sy zsiastfel xAy) > z<x > (y > 2).

(vi)). Avem X A(X 2 V) <XSiXAY)AXA(Yy > 2) <
<xAz,decix Ay —>2z)< (XAY) > (X A z), de unde deducem
CAXA(Y22)XXA[(XAY) > X AZ)]

Invers, x Al (X AY) > XAZ)]SXSIyAXA[(XAY) >
> EAZ]LxAzLz, decixA[(XAY) > EAZ)] Ly 2z de
unde deducem ca x A[ (X AY) > XA Z)] <X A (Y > 2).

(viii). Clar x A (X > y) £ X, y. De asemenea x A y < X,
X =Y, de unde egalitatea X A (X > yY) =X AY.

(ix). DinX,y<xvy=XVYy) 2> Z<IX>Zy>Z

Invers, X Vy)A(X 2> 2)A (Y22 [xA(Xx> V)]V
VIiya (y—2)]<zvz=zdeci(x > 2)A(y2>2)<S(XVYy) > 2

X)yAZLY,Z=2X>(YAZ) XDV, XD Z

De asemenea X A (X > Y)AX > Z2)<XAYyAX—>Z) <
<ynzdeci(x 5> y)AX—>>2)<x—> (YA Z).

xi). Avem:y<x 5> y=> x> y)*<y*six*=x—>0<
<X y= x> y)* <x**deci (x &> y)* <x*F* Ay

Invers, Xx** Ay*A (X 2 y) =x**  Ay* A [XAYH) > (Y A
Y1 = X Ay A [(x A Y5> 0] = x¥* A y* A [(x A y5) = (0 A
V)] =x** Ay* A (X > 0)=x** A y*A x* =0, deci x** A y* < (x
— y)*, adica egalitatea ceruta.

4.49. In mod evident (L, <) devine latice. Sa demonstram
cianx<b< x<a—>b.

Dacd a <b avem de demonstratcianx<b<x< 1.

Intr-adevir, implicatia "= " este evidenta, iar pentru "< "
tinem contcaa A x <a<b.

Sa presupunem acum ca b < a. Avem de demonstrat
echivalentaanx<b< x <a—>b=bhb.

"= " Dacaa<x =>a=aAXx<b-—absurd. Deci x <a si
atuncix=aAx<b.

"<" Dacax<batuncianx<x<b.
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4.50. in mod evident (T, N,L,9D) este o latice cu 0.

Fie D, Dy, Dyet. Avem DN int [(X \ D)) U D,] <
cDiN [(X\ D)) U D,]=D; N D,.

Daca DNnDicD,=DcX\D)uD,=Dc
cint[(X\D;) U D, J=D; > D..

451.Fief: L —» (a] x(a'], f(x) = (x A a, x A @'). Avem
f(0)=(0,0)=0sif(l)=(a,a’)=1.Dacix <yatuncixrna<yAa
six Aa' <y A a adicd f(x) < f(y).

Dacd f(x) < f([y) > xArasynrnasixnad <yanad =
xrna)v(xanad)<(yra)v(yrna)=xa(ava)<ya(av a)
=>xAl<yAal=x<y.

Deducem in particular ca f este injectie.

Pentru a proba cd f este surjectie (deci bijectie) fie
(w,v)e (a] x (@] (adicau<asiv<a'). Atunci fluv v)=(uv v)A
Aa,(uvv)iana )=(ura)v(vaa),@aa)vivaa))=(uv)
deoareceuna=u,vaa =viarvaa=unana =0.

Deci f este izomorfism de multimi ordonate si din
problema 4.47. deducem ca f este izomorfism de latici.

Pentru celélalt izomorfism proceddm analog considerand
g:L—(a] x[a), gx)=(aAXx,avVvXx).
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§5. Latici (algebre) Boole.

5.1. Avem:

0 1 0 1

e D
1 0

111 1 1‘0 1

5.2. In paragraful precedent am demonstrat ci (P(M), <)
este o latice distributivd marginita (vezi problema 4.6.). Daca
A eP(M), atunci A’ = M \ A pentru cd AnA' = si AUA' = M,
deci (P(M), ©) este o latice Boole.

5.3. (i). Deoarece oricare ar fi xeB avem x A X' = 0 si
x v X' =1 rezultd ca x este complementul lui x', deci x = (x')".

Relatiile (ii) si (iii) rezultd din problema 4.39..

(iv) este duala lui (iii).

(v). Daca x =y totul este clar. Considerdam ca (x’ Ay ) v
V(X AY)=0. Atunci X’ Ay = X A Y = 0 si din (iii) rezultd ca
y<xsix<y,decix=y.

(vi) este duala lui (v).

5.4. In mod evident, daci p, qeD,, atunci 1, n, pAq, pvq si
p' fac de asemenea parte din D,, deci D, este sublatice a laticii

(N, |) (vezi problema 3.1.)
Sa observam ca din ipotezd rezultd cd n este de forma

n = pp...px cu p; numere prime distincte, deci
ID,|= (1+1)...(1+1)=2"
%/—J
k ori

Deoarece (N, | ) este latice distributiva rezulta ca si (D, |)
este distributiva. Cum pentru peD,, p A p' = pA(n/p) = (p, n/p) =
=l=0iarp v p =[p, n/p] =p- (n/p) =n =1 deducem ca (D, | )
este latice Boole.
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5.5. Aratam ca < este o ordine pe B:

- reflexivitatea: a < a <> a’ = a — adevirat;

- antisimetria: dacia<bsib < a, atunci ab=a si ba=Db si
deoarece orice inel Boole este comutativ, rezultd cd a =b;

- tranzitivitatea: dacia < b si b < c atunciab=asi bc=b,
deci ac = (ab)c = a(bc)=ab=a, adicaa<c.

Deoarece a(ab) = a’b = ab si b(ab) = ab” = ab, deducem ci
ab<asiab<b. DacaceBal c<asic<batunci ca=c=cb, de
unde rezultd ca c(ab) = (ca)b = cb = ¢, adica ¢ < ab si astfel
ab=anb.

Analog se probeaza faptul cd avb=a+b+ab.

Deoarece a A (b v ¢) =a(b + ¢ + bc) =ab + ac + abc iar
(aAnb)v(anac)=(ab) v (ac) = ab + ac + abc deducem ca
an(bvc)=(aab)v(anc) adica B este o latice distributiva.

Dacia eBatunciana’ =aAn(l1+a)=a(l+a)=a+a’=
=at+a=0siava' =av(l+ta)=at+1l+a+tal+a)=1+a+a+
+a’+a=1+a+atata=1.

Astfel, (B, A, v, ', 0, 1) este o algebra Boole.

Reciproc, demonstram intéi ca (B, +, -) este un inel.
- asociativitatea adunarii:
at(b+c)=[anbtc)]v[a Ab+c)]=
={an[(bac)v D Ac)]}vi{a Al(bac)Vv(D'AC)]} =
={an[(d've)abv)]ivi@ Abac)v(a Abac)]=
={an[('Ac)vbAac)}v[@ AbAac)v(aAbD AC)]=
=(@anbac)v(@aabac)v(@ Abac)v(@ Ab Ac)=
= (anbac)v(@aan b ac)v(bacra)v(caa Ab').
Cum forma finala este simetrica in a, b si ¢ deducem ca
at(b+c)=(at+tb)+c.
- comutativitatea:
atb= (aAab)v@Aab)=(baa)v(b ra)=b+a.
- elementul neutru:
atl0=@n0)v@anl)=(@nl)v@anl=avi=a.
- elementele simetrizabile:
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Deoareceat+a=(ana)v(aana)=0v0=0,deducem
ca -a=a.
Astfel, (B,+) este grup abelian.

- asociativitatea inmultirii:

a(bc)=an(bAac)=(anb)Ac=(ab)c.

- elementul neutru:

al=anl=1na=a.
- distributivitatea inmultirii fata de adunare:
abtc)=an[(bac)v(b' Ac)l=(anbAac)v(aanb Ac)
iar
(ab)+(ac)=(anb)t(anc)=[(anb)a(anc)]vVv
vi@ab) A(anc)]=[anbna(a vcHlv[(@ vb)aanacl=
=(aanbaa)v(aanbac)v(ancaa)v(ancab)=
=0v(anbac)vOv(ancab )=
=(aanbac)v(aancab),
de unde deducem ca a:(b + ¢) =ab + ac, (V) a,b,ceB.

Deoarece inmultirea este comutativi (ab=aAb=baa=
= ba) deducem si ca (b+c)a = ba + ca, (V) a,b,ceB. Astfel,
(B, + ,-) este un inel unitar.

Daci acB, atunci a> =a A a = a, deci (B, +, -, 0, 1) este
un inel Boole.

5.6. Totul rezultd din definitia morfismelor de inele si de
latici Boole, precum si din problema 5.5.

5.7. Relatia < fiind de ordine rezulta ca ( Z(X),< ) este o
multime ordonata.
Fie A,BeZ(X). Avem posibilitatile:
i) A,B finite; atunci A N B finita, deci A N B €Z(X);
i1) X\ A, X\ B finite; atunci (X\ A ) U (X\B)=X\(ANB)

este finitd, deci AnBeZ(X);
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iii) A si X \ B finite; atunci A U (X \ B) este finitd. Cum
ANBcAcAuU(X\B), rezulta cd A N B este finita, deci
AN B eZ(X);

iv) B si X \ A finite; analog cu iii).

Din cele de mai sus rezulta ca oricare ar fi A, BeZ(X)
exista A A B=A N BeZ(X).

Analog se demonstreaza ca oricare ar fi A, BeZ(X) exista
AvB=AUB eZ(X).

Cum I, XeZ(X) rezultd ca (Z(X), <) este o latice
marginita.

Fie AeZ(X). Daca A este finitd atunci X \ A €Z(X)
deoarece X \ (X \ A) = A este finitd. Dacd X \ A este finita, atunci
X VA €eZ(X). Deci punand A" = X \ A avem A'eZ(X) si
AN A=J,A"UA=X,adica A’ este complementul lui A, de
unde rezultd ca (Z(X), <) este o latice Boole.

5.8. Sa observam cid nu putem avea x, x'eF deoarece
atunci X A X' =0¢€F, adicdi F =B — absurd.

(i) = (ii). Presupunem ca F este ultrafiltru si ca xgF.
Atunci [FU{x}) = B. Deoarece 0eB, existd xi,....x,€F a.l.
Xi A ... AXgAX=0,deci X; A ... A X, <X, de unde concluzia ca
x'eF (cacix; A ... A X, €F si F este un filtru).

(i) = (i). Sa presupunem ca exista un filtru propriu F; a.i.
F< F,, adica exista xeF; \ F. Atunci x'eF, deci x'eF, si cum
xeF, deducem ca 0e€F,, deci F; = B — absurd. Deci F este
ultrafiltru.

5.9. (i) = (ii). Presupunem ca x v y eF si xgF. Atunci
[Fu{x}) = B si atunci cum 0B exista zeF ai z A x = 0.
Deoarece z, x vy eFrezultaicizA (x vy)=(ZAX) Vv (ZAY) =
=0v(zAy)=zAyeF.CumzAy<ydeducem cidyeF.

(i1) = (i). Cum pentru orice xeB, x v x' = 1, deducem ca
xeF sau x'eF sgi atunci conform problemei 5.8. F este un
ultrafiltru.
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5.10. (i). Fie F filtru in B si x', y'eF'. Atunci X' v y' =
=(x Ay) sicumx, yeF iar F este filtru, rezultd ca x'v y' eF'".
Dacéd x' €F’ (cu xeF) si y < x' rezultd ca (x') <y', adicax <y’
Cum x€eF si F este filtru rezultd ca y’ €F, deciy = (y')' eF'. Astfel,
F’ este ideal.

(i1). Aceasta afirmatie este duala lui (ii).

(iii). Notim cu B =F U F'. Pentru ca B sa fie subalgebri
a lui B trebuie sd demonstram ca B este inchisa la operatiile

/\3 v’ '

1) x, yeF. Cum F este filtru rezultd c¢i x A y eFc Bsi
deoarece x <xv y deducemcix vy eFc B.

2)xeF siyeF'. Cum xA y <y si F’ este ideal rezulta ca
X Ay €F' ¢ B iar din x <x v y si din faptul ci F este filtru
rezulticix vy eF B.

3) Analog dacd xeF’ si yeF.

4) x, yeF’ este duala primei situatii.

Astfel B este inchisa la operatiile A, v.

Fie xe B .

a) daca xeF, atunci X’ €F' ¢ Z_E;

b) daca xeF’, atunci x = z' cu zeF si deci X' = (Z')’ =
=zeFc B.

Deci B este inchisa si la operatia de complementare, si
astfel este o subalgebra a lui B.

Fie xe B ai. x¢F. Atunci xeF’ adicd x =y’ cu yeF, de
unde deducem ca x' =y" =y €F, ceea ce aratd ca F este ultrafiltru
in B ( conform problemei 5.8.).

(iv). Completitudinea lui F(B) si I(B) este evidenta (vezi
problema 4.26.).
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Sa aratdm de exemplu ca (F(B), <) este latice distributiva
(dual se va arata si pentru (I(B), ©)) iar pentru aceasta fie

F,, F,, F3€F(B) Sl xeFi A (FzV F3) =Fin [FQU F3) Atunci xeF,

3

: 2 2 3 2 2 -
SIX > (X] AAX, ) A (XTALLAX, ) CUX ] ..., X, €F) i

X} ,..., X, €F3( conform problemei 4.25.). Atunci:

X=XV [(xlz/\.../\xi)/\ (xf/\.../\xfn)] =[(xvx12)/\...

AXV XA [XVXDAAKY X)) € (FyAF) v (F AF;), de

unde incluziunea F; A (F, v F3) < (F; A Fp) v (F; A F3), adica
(F(B), <) este distributiva ( conform problemei 4.3.).

5.11. (i). Presupunem ca A U{x} nu are (PIF). Atunci
existd o submultime finitd F a lui A U {x} a.i. inf F = 0. Deoarece
A are (PIF) este evident ca F trebuie sd contind pe x. Fie
F={f, ..., x} sideci fin...Af, Ax=0. Cum {fj, ..., f,} este o
submultime finitd a lui A, rezultd cd fiA...Af, = 0 si de aici
fin Afy AX 20, deci A U{x'} are (PIF).

(ii). Fie F o submultime finitd a lui U A;. Cum (A));; este

iel
un lant fatd de incluziune rezultd ca existd kel al. F cAy si

deoarece Ay are (PIF) deducem ca inf F = 0, ceea ce aratd ca U A;
iel

are (PIF).

5.12. Fie My = { F'| F' filtru propriu al lui B si F  F'}
(din F eMg deducem cd My # ). Cum se probeaza imediat ca
(Mg, <) este inductiva, totul rezultd din lema lui Zorn.

5.13. Fie A < B o submultime ce are (PIF). Consideram
multimile:

A= {xeB|(@)acAala<x}siA°={infX|XCA,
X finita}.

Demonstram ca multimea (A®)” este un filtru ce contine pe
A.
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Observam intdi cid xe(A%)’ < existi X cA finitd a.i.
inf X <x.

Fie x, ye(A®)’. Atunci existd X,Y submultimi finite ale lui
Aal inf X<xsiinfY<y XsiV finite = XUY finita si
conform problemei 4.22. din paragraful precedent avem
inf (XU Y)=inf X A inf Y. Dar inf X A inf Y < x Ay, deci
x Ay e(AY

Fie xe(A°)’ si x < y. Atunci exista X submultime finita a
lui A ai. inf X < x, deci inf X <y, adicd ye(A°)°. Astfel am
demonstrat ci (A°)" este un filtru.

Evident A c A® c(A%)".

Deoarece A are (PIF), oricare ar fi X o submultime finita a
lui A inf X # 0, rezulti ci 0¢(A°)°, deci (A) este un filtru
propriu.

Conform teoremei filtrului prim (vezi problema 4.28. sau
5.12.), existd un ultrafiltru U a.i. (A%)° < U, deci A c U.

5.14. Daca x # 0 atunci {x} are (PIF) si conform
problemei anterioare existd un ultrafiltru U, al lui B a.i. xeU,
(sau aplicam problema 5.12. pentru F = [x)).

5.15.Dacax #yatunci x £ ysiy % x.

Consideram ca x £y. Atuncix Ay #0 (dacax Ay =0,
atunci x <y, contradictie cu presupunerea noastrd). Se aplica
problema 5.14. pentru elementul x A y’; deci exista U un
ultrafiltru ai. x A y'eU. Cum x Ay <x,¥' si U este filtru rezulta
ca x, y'eU, iar deoarece U este maximal avem cd yg U.

5.16. ,,=". Fie F = [Xy) cu Xp < I, adica F = {Yc I | Xoc
cY}. Atunci n{X | XeF} = X,eF.

»<". Daca X, = N{X | XeF} atunci pentru orice XeF,
Xo< X, adica F = [Xj).

5.17.,,=".Fie F =[X() cu n{X | XeF} =Xyel ( conform
problemei 5.16.) si sa presupunem prin absurd ca X, contine cel
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putin doud elemente diferite X, y. Cum F este ultrafiltru, {x} sau
I\ {x} face parte din F. In primul caz yeX,, iar in al doilea caz
x¢ X, — absurd.

»<=". Fie Xy = {X¢}. Atunci F = {X 1| Xo€X} sl pentru
orice Xcl, xoeX sau xgel \ X, deci XeF sau C;XeF, adica F este
ultrafiltru.

5.18. Presupunem prin absurd ca F contine o multime
finita si fie X o astfel de multime de cardinal minim ( cum F este
propriu, X # ). Vom arita cd X contine un singur element. Daca
X contine doua elemente diferite x, y atunci {x} ¢ F ( tinand cont
de alegerea lui X) deci I \ {x} €F si prin urmare X n (I\ {x}) =
=X\ {x} eF — absurd ( tindnd din nou cont de alegerea lui X si de
faptul ca X\ {x} = &).

Deci X = {x} si atunci F = [{x}) — absurd.

5.19. Fie F; = {Xc 1 | I \ X este finitd} care in mod
evident are proprietatea intersectiei finite. Conform problemei

5.13. F, se poate extinde la un ultrafiltru care din constructie nu
contine multimi finite §i deci conform problemei S5.18 este
neprincipal.

5.20. (i) = (ii). Evident.

(i) = (1). f(x) A f(x') = f(x A x') = f(0) = 0 si analog
f(x) v f(x') = f(x v x') =1(1) =1, deci f(x") = (f(x))".

(iii)) = (i). f este morfism de sup — semilatici deoarece
fix vy)=fx" vy") =f((x' Ay))=({EX ~y)) ={EX) A f(y))=
= ((F)' A (By))) = )" v f(y)" = () v ().

Atunci f(0) = f(x A X') = f(x) A (f(x))’ = 0 si analog
f(1) = 1, deci f este morfism de algebre Boole.

(i) = (iii). Evident.

(iv). Este afirmatia duald 1lui (iii) si deci echivalenta
(iv) < (i) se demonstreaza analog ca si echivalenta (i) < (iii).

158



5.21. Fie xeKer (f) si yeB, ai. y < x. Atunci, f fiind
izotond = f(y) < f(x) = 0 = f(y) = 0 = yeKer (f). Daca
x, yeKer (f) atunci in mod evident si x v y e€Ker (f), adica
Ker (f) €I(B)).

Sa presupunem ca Ker (f) = {0} si fie x, y € Ker(f) a.i.
f(x) = f(y). Atunci f(xAy') = f(X)Af(y") = {X)Af(y) = f(x) A f(x)' =
=0, deci x Ay’ €Ker (f), adici x Ay’ =0, deci x <y ( conform
problemei 5.3. (iii).). Analog se aratd cdy < x, deunde x =y.

Implicatia reciproca este evidenta ( deoarece f(0) = 0).

5.22. (i) = (ii). f izomorfism = f surjectie.
Orice morfism de latici este o functie izotond, deci x<y =

f(x) < f(y).

Fie f(x) < f(y). Atunci f(x) = f(x) A f(y) = f(x A 'y) si cum f este

injectivi = x =x Ay, de unde x<y.

(i1)= (iii). Aratam ca f este injectiva. Fie f(x) = f(y) = f(x) < f(y)
sif(y) <f(x) > x <ysiy<x = x =y. Cum feste si surjectie,
rezulta ca f este bijectie, deci este inversabild. Sa demonstram de
exemplu ci f'(x Ay ) =f'(x) A f'(y), oricare ar fi x,y€B,. Din
x,yeB, si f surjectie rezulta ca exista x, si y;€B; a.i. f(x;) =x si
fly) =y, deci f'(x Ay) =" (fx) A fiy)) = £1(fxi A y2)) = x,

A= Ex)) A (E ) = £1) A ()
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Analog f'(x vy)=f'x) v fi(y)sif' (x)=(f"'x).

(ii1) = (i). evident.
5.23. Analog ca in cazul laticilor ( vezi problema 4.43.).

5.24. Faptul ca (2™, <) este latice Boole distributiva cu 0
si 1 rezultd imediat din problema 4.20.. Definind pentru f : M —
2, : M - 2, f'(x) = 1- f(x), pentru orice xeM, atunci ' va fi
complementul lui f. Fie XePM) si ax : M — 2

0, daca yg X o o . - .
ox(y) = { I dacq ye X' Se verifica imediat ca asocierea
X — o defineste un izomorfism de latici Boole o : P(M) — 2™.

Observatie. Cum algebra Boole (P(M), <) este completa

deducem ci si (2, <) este complet.

5.25. (i). Daca x, yeB, atunci in mod evident x Ay, X vV y,
x* 0, a €B, (iar a joaca rolul lui 1 in B,). De asemenea, x A x* =
=xA(xX'Aa)=0na=0iar xvx*=xvEE Aa)=xVvX)A
A(xva)=1A(xvVva)=lAa=a,deunde concluzia ca x* este
complementul lui x in B,;

(i1). Daca x,yeB atunci a,(x vy)=aAn(xXvy)=(aAXx) Vv
V(@aAy)=o.(X) VoY), auxAy)=asrxAy)=(aArx)n@aAny)=
=0(x) A ayy), ux)=anx'=asn@ vx)=aan(aanx)=
= (aa(x))*, a,(0) = 0 iar a,(1) = a, adica o, este morfism surjectiv
in B.

(iii). Se verificausorca o : B —> B, x By,
a(x)=(aAnx, a’ AX), pentru xeB este morfism de latici Boole.

Pentru (y,z)e B, x By, cum a(y v z) =(a A (Y Vv 2), ' A
Ayvz)=((any)v(@anz),@Ay)v(a anz)=(Fv0,0vz)=
=(y, z), deducem ca o este o surjectie.

Fie acum x,yeB a.i. a(x) = a(y). AtunciaAx=a Ay si
a’ Ax =a’' Ay, deci:

(arnx)yv@ ax)=(any)v(@ Ay)
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< (ava)ax=(ava)Aay

S1IAx=1Ays x=Yy,
de unde concluzia ca a si injectie, deci este izomorfism de latici
Boole.

5.26. Demonstram ca relatia ~ este o relatie de
echivalenta.

- reflexivitatea: A A A = este finita;

- simetria: evident deoarece AAB=BAA;

- tranzitivitatea: daca A~B si B~C, atunci A A B si
B A C sunt finite, cu A, B, CeP(N), se demonstreazi usor ca
AACc(AAB)uU (B AC) care este finita, deci A A C este
finita, astfel ca A~C.

Clasa de echivalentd a lui A va fi A~ = { Be P(N) | A~B}.
Aratam ca relatia < definita pe P(N)/~ prin A~ < B” < A \ B finita
este o relatie de ordine:

- reflexivitatea: A~ < A” deoarece A\ A = J finita;

- antisimetria: dacd A" < B~ si B"< A” atunci A\ B si
B \ A sunt finite. Rezulta cd A A B este finita, deci A ~ B, adica
A" =B";

- tranzitivitatea: dacd A" < B” 1 B"< C7, atunci A\ B
si B\ C sunt finite. Dar AA\Cc (A\B)u (B\C)deci A\C este
finita, adica A" < C".

Am demonstrat astfel ca (P(N)/~, <) este o multime
ordonata.

Dacd A", B eP(N)/~, atunci A~ A B'=(AnB) si A~ v B™=
=(AuUB).

intr-adevar, pentru infimum avem (ANB)” < A", B~
deoarece (ANB)\ A = J si (AnB) \ B = . Daca C" < A", B”
atunci C\ A si C\ B sunt finite, deci (C\ A ) U (C \ B) este finita
si egald cu C\ (ANB). Astfel C\ (AnB) este finitd, ceea ce arata
ca C"<(AnB)".
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Analog pentru supremum, si astfel (P(N)/~, <) devine o
latice. Ea este marginita, elementul minimal fiind &~ iar

elementul maximal N~
Pentru distributivitate trebuie sa aratam ca A~ A(B"VvC )=
=(A ABYIVAAC) S (AnBUC) =(ANnB)UANC))
ceea ce este adevarat deoarece AN (BU C)=(ANnB)U (AN C).
Dacd A~ eP(N)/~, atunci (A”) = (N \ A)", astfel ca
(P(N)/~, <) este latice Boole.

5.27. (i). Dacd x—>y =1 atunci xX'vy =1 < x <y.

>iil). x> (yox)=x'v(y'vx)=1vy =1

Analog celelalte relatii (vezi si problema 4.48.).

Observatie. Din (xi) deducem cd o algebrda Boole este
algebra Heyting, unde pentru x,yeB, x > y=x"vy.

5.28. (i). Fie x ~ y & (3) feF ai. x A f =y A f. Atunci
XvEAD=x'viyArH)=2>E vx) AEvVH=vy AX Vi)
=>xvfi= X vy A vi. CumfeF, Ffiltrusi f<x" v f
rezultd ca x’' v f eF = x'vyeF. Analog x v y'eF, deci x <> y €F,
adica x =~ y.

Invers, daca x 7p y = X > yeF =X’ v y )A(x v y')eF
=>x vy, xvy eF = existaf], heFa i x'vy=fsi xvy=*f.
Atuncix Afi=xA X' vy)=xAX)V (XAY)=XAYsianalog
yAfh=xAvy,decidaca f=1f A f,eF, atunci x Af=y A f.

(i1). Demonstram ca pr este o relatie de congruenta.

-reflexivitatea: X pr x deoarece x' v x =1€F.

-simetria: X pr y=> X vy)Axvy)eF = ypr x.

- tranzitivitatea: X pr y$iy pr z implica X' vy, x vy,
yvz,yvz eF. Atuncix' vz=x'vzv(yAy)=(x'vzvyn
AX'vzvy)2X vy)A(y v z).Deoarece x' vy,y vzeF
atunci x' v z €F. Analog x v 7' €F, deci x pr z

Astfel am demonstrat ca pr este o relatie de echivalenta.

Demonstram compatibilitatea lui pr cu operatiile A,v,’.
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Fiexpr ysizprt. Atuncix'vy,z vteF= xX'vy) A
ANZ vit)eF. Avem (X' VYIA(Z v S X' VYV DA(Z vivy)=
=xX'AZ)v(yvt)=(xvz)v(yvit),deci(xvz)v(yvt) eF.
Analog (y vt) v (xVvz),deci (xVvz) pp(yVt).

Fie x pr y. Atunci X <> yeF si X' ©y'=(x"Vv y)AY'V X')=
=xvy)A vy =x<ovy,decix pry'.

Fie x pr y si z pr t. Conform celor de mai sus x' pg y' si
7' pr t' $i cum pg este compatibild cu v, avem (X' v Z') pg (¥ v t)
SEAZ) pr(YA) & (xAZ) pr (YAYL).

Cu aceasta am stabilit cd pr este o congruenta.

(iii). Totul rezulta din faptul ca pr este o congruenta pe B.

5.29. (i). Se verifica imediat prin dualizarea problemei
5.21..

(i1). Rezultd prin dualizarea problemei 5.21.: daca f este
injectiva si xeFratunci din f(x) = 1 =f(1) = x = 1. Daca F¢= {1}
si f(x) = f(y), atunci f(x'vy)=f(x vy)=1,decix'vy=xvy =
=1, adicd x <y si y < x ( conform problemei 5.3. (iv)), deci x =y.

(ii1). Consideram aplicatia a : B;/Ff — f(B;) definitd prin
a (x/Fg) = f(x), pentru orice x/F; € B,/F.
Deoarece pentru x,yeB;: x/F¢r = y/Ff & X ~¢ Y e

(x'vy)A(xvy')eF; (conform problemei 5.28.)<=f((X'vy)A(xvy'))=
=l (X' vy)=fxvy' )=l {(x)=f(y) < a(x/Fy) = a (y/Fg deducem
ca a este corect definita si injectiva.

Avem : o (x/F¢ v y/Fy) = a ((x vy)/Fo)=f( xvy )=f(x)vi(y)=
= o (x/Fy) v a( x/Fy); analog se arata ca o (x/Fr A y/Fr) = a (x/Fg) A
A o y/Fp si o (xX'/Fp) = (oux/Fg))', deci a este morfism de latici
Boole.

Fie y = f(x) €f(B,), xeBy; atunci x/F; €B,/F¢si o x/Fy) =
=f(x) =y, deci a este surjectiv, adica izomorfism.

5.30. (i) = (ii). Reamintim ca B/F = {x/F | xeB} (vezi
problema 5.28.). Fie xeB a.i. x/F # 1. Atunci x¢F si conform
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problemei 5.8. x'eF, adicd x'/F = 1. Dar (x/F) = x'/F, deci
x/F = (x/F)" =1'=0, de unde concluzia ca B/F = {0,1} = 2.

(il)) = (i). Daca x¢F atunci x/F # 1, deci x/F = 0 iar
x'/F = (x/F)' = 0" =1, adica x'eF si conform problemei 5.8., F
este ultrafiltru.

5.31. Vom nota prin M multimea ultrafiltrelor lui B iar
despre u : B > P(M), u(x) = {FeM | xeF} vom arata ca este
morfism injectiv de algebre Boole ( astfel ca B va fi izomorfa cu
u(B))

Dacd x,yeB si x # y atunci conform problemei 5.15.
exista FeM a.d. xeF si yg¢F, adicda Feu(x) si Feu(y), deci
u(x) # ugy).

In mod evident u(0) = & si u(1) = M.

Fie acum x,yeB si FeM. Avem: Feu(xay) < x A yeF
< xe€F si yeF deci u(x Ay ) =u(x) A u(y). Din problema 5.9.
deducem ca u(x v y) = u(x) v u(y), iar din problema 5.15.
deducem ca u(x’) = (u(x))’, adica u este si morfism de algebre
Boole.

5.32. Conform problemei 4.42. R(L) = { aeL : a =a**} si
este sublatice marginita a lui L. Dacd aeR(L), atunci a = a** si
conform problemei 4.39. (v) si a*eR(L). Atuncia A a* =0 €R(L)
iara v a* (in R(L)) = (a* A a**)* = 0* = 1 ( conform problemei
4.39. (vii)), deci a* este (in R(L)) complementul lui a.

5.33. (i). Evident, A'(a) = {x +ya |x,yeA'}.
(il)). Cum C este complet, existd m, = Vv f(x) si

xed'
x<a

M,= A f(x) in C. Sa observim ca m, < M,, asa ca putem alege
e

m, < m <M,. Fie acum ze A'(a) si sd presupunem ca pentru z avem

doua reprezentari: z = x;tay; = Xptay,, cu X, Xp, yi, Y2 €A’

Atunci x; + X, = a(y;+y») adicd x| + x, < a, de unde deducem ca:
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axitxptyitya 1) =ax, +x) tayty) +ta=
=a(yr ty2) ta(yity,) ta=a,
adicd a <x; + x, + y+y,+ 1. Tinand cont de aceste ultime relatii
ca si de felul in care a fost ales m, deducem ca f(x;) + f(x;) <m <
<f(x)) + f(x,) + f(y)) + f( y2) + 1, astfel ca:
m = m( f(x;) + f(x) + f(y,) + f( y2) + 1) =
=m(f(x)) + f(x2)) + m(f(y,) + f( y2)) + m=
= f(x1) + f(x2) + mf(yy) + mf( y2) + m,
de unde f(x;) + f(x,) + mf(y;) + mf( y,) = 0 & f(x)) + mf(y,) =
= f(x2) + mf( y»).
Aceastd ultima egalitate ne permite sa definim pentru
z=x +ay €A'(a), f'(z) = f(x) + mf(y) si acesta este morfismul
cautat.

5.34. ,=”. Rezulta din problema 5.9.

»<". Presupunem ca laticea L contine un element a ce nu
are complement. Consideram filtrele Fy = {xeL |a v x = 1} si
F,={xel|aAy<xpentruun yeF,}. Atunci 0¢F, cici altfel a
ar fi complementat. Deci exista un filtru prim P, a.i. F; < P, (vezi
problema 4.32.). Fie 1= ((L\P;)u{a}]. Observimca L\ P, c 1
deoarece acl si acF; c P, implicd agL \ P;.

Ardtam ca Fonl = . Daci exista xeFynl, atunci xeF, si
deoarece L \ P, este un ideal, atunci x < a v y pentru un yeL \ P;.
Atunci 1 = a v x < a vy deci yeF, ¢ Fic P, — contradictie.
Astfel, Fy NI = O si astfel existd un filtru prim P a.i. Fy c P si P
NI=J (vezi problema 4.28.). Atunci P < L \ [ c Py, adica P nu
este maximal.

5.35. "<". Sa presupunem ca L este o latice Boole si ca
existd P,QeSpec(L) a.i. QcP, adica exista aeP a.i. agQ. Atunci
a’'¢P si deci a’'¢Q. Astfel a, a’'¢Q si totusi a A a' = 0 €Q
contrazicand faptul cd Q este ideal prim.

"=", Sa presupunem acum cid (Spec(L), < ) este
neordonata si fie prin absurd un element aeLL pentru care nu exista
complementul sau in L ( in mod evident a = 0, 1).
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Alegem F, = {xeL|a v x = 1}eF(L). Evident a¢F, si fie
D, =[F.u{a}) = {xeL [x>dAa pentru un deF,} (vezi problema
4.25.).

in mod evident 0¢D, deoarece in caz contrar ar exista
deF,(decidva=1)aidaa=0,adicad=a’-absurd.

Conform problemei 4.28. exista PeSpec(L) a.i. P N D, =
=. Atunci 1¢(a]v P (céci in caz contrar am avea 1 = a v p pentru
un peP, adica peD, si astfel PND, # & - absurd).

Conform problemei 4.30. existd un ideal QeSpec(L) a.i.
(a] v P € Q. Am deduce ca PcQ contrazicand faptul ca
(Spec(L), <) este o multime neordonata.
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§6. Calculul propozitiilor

6.1. Consideram urmatorul sir de formule:

1= [p=([0—0] =) =[(9—[o—=0])—=(9—¢)]

2= 9= ([p—0]—0)

03 = (¢—=[0—0])—(¢—0)

01 = 0—[o—¢]

¢s = ¢—0.

Observam ca ¢, este o axioma de forma A,, @, este o
axioma de tipul A;, @; este o consecintd imediatd a lui @; si @,
(m.p.), ¢4 este o axioma de tipul A,, iar ¢s este o consecintd
imediatd a lui @3 si @4 (m.p.). Deci {@1, @2, P3, @4, Ps} e€sSte O

demonstratie a lui ¢s, de unde concluzia ca  @s.

6.2. Consideram urmatorul sir de formule:
1= [0—=>(y—=0]=[(9—=v)—(9—x)]
2= ([o=>(y—=0]=[(0—=y)—= (9= ])—
= (Y= ([o= (=] [(9—=v)—=(9—0)])
03 = (Y= = ([0~ (=0 = [(0—=y)—=(9—0)])
04 = (== ([9=>(v—=0]=[(9—=y)—=(0—=0])—
= ([(y=0=[o—=(y—=0]=[(y—=0—=[(e—=v)—(e—0]])
¢s =[(y—=0—=[o=>(v—=0]=[(y—=0—[(0—=v)—= (90—l
06 = (Y= —=[0—=(v—1)]
07 = (y=0—=[(0—=v)—= (9=l
Observam ca ¢, este o axioma de tipul A,, ¢, este o
axioma de tipul A;, @; este o consecintd imediatd a lui @; si @,
(m.p.), @4 este o axioma de tipul A,, @5 este o consecintd imediata
a lui o3 si @4 (M.p.), @¢ este o axioma de tipul A, iar ¢; este o
consecintd imediata a lui ¢s §i @¢ (m.p.).
Deci {91, P2, 93, 04, @5, Ps, (7} €ste 0 demonstratie a lui

¢7, de unde concluzia ca + ;.

6.3. Consideram urmatorul sir de formule:
0= (ly— o)~ (e—v)
0= [(Ty=To)=(e—WI=(Te—(ly—Te)l=[1o—(9—w)])
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03 =[lo—=(ly—=19)=[lo—=(e—W)])
04 = lo—(ly—19)

05 = 1o—(e—y).
Observam ca ¢, este o axioma de tipul A;, ¢, rezultd din
problema 6.2., ¢; este o consecinta imediata a lui ¢ i ¢, (m.p.),
(4 este 0 axioma de tipul A, iar @s este o consecinta imediata a lui

@3 $i @4 (mM.p.).

6.4. Conform problemei 6.1. avem cd + [(pA]o).
Inlocuind pe ¢ cu ]¢ obtinem ci cia + [(lpA]le), adica
FoVle.

6.5. (i). Reamintim ca I'+¢ (adica ¢ se deduce din
ipotezele I') dacd si numai dacad urmatoarele conditii sunt
verificate:

(D)) o este axioma,

(DZ) (PEF,

(Ds) Exista yel ai 'y si '=(y—0),
astfel ca totul se deduce imediat facand un fel de inductie asupra

conceptului ['~¢.
(ii). Tinem cont de conditiile (D;)-(D3;). Daca ¢ este

axioma atunci @+ o si deci putem alege I’ = @. Dacd ¢€&T atunci
alegem I' "={¢}. Daca existd y&€I a.i. '~y si I'+(y—¢), atunci
exista I, ", I, <T finite a.i. I,y si I " —(y—¢). Consideram
I"=T,"U I}, siaplicam (i).

(ii1). Analog ca (i) si (ii) tinand cont de conditiile (D,)-
(D).

6.6. ,,=”". Se aplica problema 6.5. si modus ponens.
,,<”. Facem un fel de inductie.

Daca I'U{o} + v atunci avem cazurile:
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(1). y este 0 axiomd. Cum + y si = y—(p—V) (conform
cu Aj), atunci = @— (prin m. p.), deci I' = @o—y.

(2). yel'u{o}, cu doud subcazuri:

(@) yerl'. Atuncidin ' = y si ' = y—(p—vy) se deduce
I'= o—v.

(b) we{p}. Atunci se aplicad principiul identitatii
(problema 6.1.)

(3). Exista €F ai. TU{p} F 0s5i[U{p} - 6—vy.
Aplicand ipoteza de inductie rezulta T' ~ ¢—0 si
I' = ¢—(0—v). De asemenea, conform cu A,, avem:
I' = (¢—=(0—y)—=((9—0)—(0—v))
si astfel aplicand de douad ori m. p. se obtine ca I' = ¢—.

6.7. Vom aplica succesiv modus ponens §i apoi teorema
deductiei (problema 6.6.):

o=V, y—x 0f F o
10—V, Yo, 0} F ooy

{0—v, y—u, 0} v (m.p.)
{o—v, y—x, 0} = y—y

{0—v, y—u, 0} =1 (m.p.)
{0—v, y—u} = o—x (t.d.)
{o—v} = (y—=0—(9—)) (t.d.),

deci + (¢—vy) =((w—y)—(9—)), conform cu t.d..

Observatie. Din problema 6.7. deducem urmatoarea
reguld de deductie derivata:

(Ry):Daca @ — ysi+ y— 7y, atunci = ¢ — .

6.8. Aplicam modus ponens si apoi teorema deductiei
dupa urmatoarea schema:
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{0, v, o= (y—0)} - o
{0, v, 0—=>(v—p)} F o—(y—y)

{0, v, o= (y—0)} = (y—x) (m.p.)

{0, ¥, o= (y—p)} = v

{0, v, o= (y—0)} =% (m.p.)

v, o= (y—0)) = o— (t.d.)

{o—=(y—=0)} F y—(0—)) (t.d.),

de unde deducem in final ca + (p—(y—y))—(W—(0—Y)),
conform cu t.d..

Observatie. Din problema 6.8. deducem o alta regula de
deductie derivata:

(Ry): Daca — ¢ — (y — ), atunci — y — (¢ — y).

6.9. Rationam dupa urmatoarea schema ce se deduce din
A;-A;, modus ponens si teorema deductiei:

{0, lo} = lo—=(ly—19) (A)
{0, 1o} - To

{0, lo} F ly—Tlo (m.p.)
{0, lo} = (ly—=10)—=(o—v) (As3)
{0, lo} Fo—v (m.p.)
{0, lo} - o

{0, lo} Fy (m.p.)
{0} = lo—vy (t.d.),

de unde concluzia ca + ¢ — (¢ — ), conform cu t.d..

6.10. Conform problemei 6.8. avem

= (9=(19—w)—=(lo—(9—v)),
de wunde aplicind problema 6.9. si m. p. deducem ca

= lp—(@—w).
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6.11. Rationdm dupa urmatoarea schema ce se deduce din
A;-A;, modus ponens si teorema deductiei:

{Te} = 1Te—(111Te—119) (A)
{Te} = 11e

{110} = 1111o—110 (m.p.)
{Tle} = (1 11Te=110)=(le—111¢) (As)
{11o} = lo—11le (m.p.)
{110} = (To=111e)—=(119—0) (As)
{11e} = 11o—0 (m.p.)
{lo} F o,

de unde concluzia finald ¢cd + |]¢ — ¢, conform cu t.d..

6.12. Rationdm dupa urmatoarea schema ce se deduce din
A;-A;, modus ponens si teorema deductiei:

{o—v, Ty, 110} = T1o—0 (probl. 6.11.)
{o—v, 1y, Tlo} = 110

{o—v, Iy, 1o} - o (m.p.)
{o—v, 1y, Tlo} = o—y

{o—v, ly, 1o} - v (m.p.)
{o—v, 1y, 11} = Ty

{o—v, v, 110} = Ty—=(y—11v) (probl. 6.10.)
{o—v, lv, 1o} = 11y (m.p. de doua ori)
{o—vy, Iy} = 1lo— 11y (t.d.)
{o—v, Iy} = (1o — TTw)—=(ly—10) (As)
{o—v, Iy} = lv— 1o (m.p.)
{o—v, Ty} = 1y

{o—v, Iy} = 1o (m.p.)
{0y} = ly— lo (t.d),
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de unde concluzia finald cd + (¢ — y) — (]ly — ), conform
cut.d..

6.13. Rationam dupa urmatoarea schema ce se deduce din
problema 6.11., A;-A;, modus ponens si teorema deductiei:

{0, 11le} = 11Te—10 (probl. 6.11.)
{o, 11le} = 111e

{o, 1Tlo} = o (m.p.)
o} = 11lo— 1o (t.d.)
{o} = (111 — lo)=(e—119) (As)

{0} Fo—llo (m.p.)
{o} —o

{o} - 110 (m.p.),

de unde concluzia finald ¢d +— ¢ — | |¢@, conform cu t.d..

6.14. Rationam dupa urmatoarea schema ce se deduce din
problemele 6.1., 6.9., 6.11., A;-A;, modus ponens si teorema
deductiei:

{o— 1o, 1o} = 11o—e (probl. 6.11.)
{o— 1o, 1o} = 110

{op—1lo, llo} o (m.p.)
{o—lo, 110} - o—le

{o— 10, 1o} - 1o (m.p.)
{o—lo, 110} - o—=(lo—1(¢—0)) (probl. 6.9.)
{o— 1o, 1o} = 1(0—0¢) (m.p. de dous ori)
{0— 1o} F Tl — 1(9—9) (t.d.)
{o— 1o} = (1o = 1(e—=0)—=((0—0)—19) (A3)
{o— lo} - (9—9)—lo (m.p.)
{o—lo} - 0—0 (probl. 6.1.)
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{o—Tlo} 1o (m.p.),
de unde concluzia ci + (¢ — o) — |o.

6.15. Rationdm dupa urmatoarea schema de demonstratie:

{9, 90—y} vy (m.p.)
{0} F(o—y) > v (t.d.)
{0} = (=) = v)—=(ly—1(o—v)) (probl. 6.12.)
{0} F ly—=T(e—v) (m.p.),

de unde concluzia finala cd + ¢ — (ly — [(¢ — v)), conform
cut.d..

6.16. Rezulta imediat din problema 6.9..

6.17. Problema este echivalentd cu - y — (]o —vy)
pentru care avem urmatoarea schema:

(v, lo} vy

viFle—w (t.d.),
de unde deducem in final ca + y — (] — ), conform cu t.d..

6.18. Rationdm dupa urmatoarea schema de demonstratie:
{0—=% v=ur To—v} = To—y
{o=% v=r lo—v} =y -y

{0—=% V=% o=y} = To—x (Ry)
{0—=% v=% o=y} = (To—=0)—(lx—=11¢) (probl. 6.12.)
{0—=% v—% lo—v} = Ix—1lo (m.p.)
{0—=% V=1 lo—v} = Tlo—e (probl. 6.11.)
{o—1 v—=1 lo—v) F lx—e (R)
{0—=% V=%, lo—y} F o—y

{o—1 y—=1 lo—vi F =y (Ry)

{o—=% v—=% o=y} = (Ix—=1)—=(lx—=11x) (probl.6.12.)
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{o—=% v—=x o=y} = Ix—=11x (m.p.)
{o—=% v—=x o=y} = (Ix—=110—11x  (probl. 6.14.)

{o—x v—x lo—vy} = 11y (m.p.)
{o—1 v—1 lo—vi E 1y—yx (probl. 6.11.)
{01 v—u lo—y} -y (m.p.)
{o—1 y—=y) F (lo—y) — (t.d.).

Aplicand inca de doua ori t.d. deducem in final ca

(@ — ) — [y — %) —=((Te = y) = Y.

Observatie. Din problema 6.18. deducem o alta regula de
deductie derivata:

(R3): Daca + (¢ — y) si = (y — y), atunci = oVy — y.

6.19. Rationam dupa urmdtoarea schema de demonstratie:

Fo—(lo—1ly) (probl. 6.9.)
1o — (e —lw) (R»)

= (lo—(@— Tw)) = (1(e —1y) — 119) (probl.6.12.)
Fle—1lv—1le (m.p.)
Flle—o (probl. 6.11.)
1o —ly) = (Ry),

de unde concluzia finald ca — @Ay — .

6.20. Rationdm dupa urmatoarea schema de demonstratie:

Fly— (e —1y) (A1)
= (ly — (0 —=1y) = (1(e = 1v) —11v)  (probl.6.12.)
= 1o —1y) =11y (m.p.)
Hlly— vy (probl. 6.11.)
1o —Ty) — v R)),

de unde concluzia finald cd — @AYy — .
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6.21. Rationam dupa urmatoarea schema de demonstratie:
=0, =V, 1) = x

=0 2wt Ex— 0

=0, =V Fx— v

1V aud O o A A M (m.p.)
=0, =V, % v (m.p.)
=0, x—w 1k Fy— 11y (probl. 6.13.)
=0 v = Ty (m.p.)
=0, x=v, 1} F o= Ty—1(e—1y))  (probl. 6.15.)
=0, 1—=v, 1) = 1e—1w) (m.p. de dou ori).

Folosind acum t.d. de trei ori se obtine 1n final ca

F@—0)— ((x—v) = @ — oAY)).

Observatie. Din problema 6.21. deducem o alta regula de
deductie derivata:

(Ry): Daca 7y — ¢si -y — y,atunci = x — QAW.

6.22. Folosim urmatoarea schema:

F oAy — @ (probl. 6.19.)
= QAY > YA (Ra).

6.23. Folosim urmétoarea schema de demonstratie:

{o, v} o

{o, v} Fy

o, v Fy—Tly (probl. 6.13.)
o, v} - 11y (m.p.)
{0, v} Fo—(1ly—=1(e—1y) (probl. 6.15.)
{0, v} = 1o —1w) (m.p. de doui ori),
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de unde  |utilizdnd t.d. de doua ori deducem ca

Fo— (¥ — oAY).

iar apoi

iar apoi

6.24. Folosim urmatoarea schema:

FoAY— @ (probl. 6.19.)
Fo—oVy (probl. 6.16.)
FoAY— VY (Ry)
FoAY— Y (probl. 6.20.)
E @AY= (OVY)AY (Ry)
=y Ax— (@VY)AY (analog)
= (@ANV(yAY — (9VY)AY) (R3).

6.25. Folosim urmétoarea schema de demonstratie:
=0, 0—=(y—10), 0, Vi = o—(y—)
=90, 0=(y—2), 9, v = ¢

{x—9, o—=(y—x), 9, y} = y—y (m.p.)
{x—0, o—=(y—x), 0, ¥} F vy

{x—0, o—=>(y—n), ¢, ¥} =% (m.p.)
{x—9, o—=(y—x), ¢, y} = x—b

{x—0, o—=(y—x), ¢, y} -6 (m.p.),

se aplica t.d. de patru ori.

6.26. Folosim urmédtoarea schema de demonstratie:

10— (y—), OAY} F OAY

{o—=(y—Y), AV} = QAY—@ (probl.6.19.)
{o—=(y—0), AV} =0 (m.p.)
{o—=(y—0), oAy} (analog)
{o—=(y—0), AV} = 0= (y—y)

{o—=(y—0), oAV} =% (m.p. de dous ori)

se aplica t.d. de doua ori.
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6.27. Folosim urmédtoarea schema de demonstratie:
{OAY=% 9, v} = ¢
{PAY—=% 9. v} =y

{OAY—=Y, @, Y} = o= (Yy—0AY) (probl. 6.23.)
{OAY—=Y, 0, W} = oAy (m.p. de dous ori)
{OAY—=% 0, W} = 9AY—Y

{OAY—=% 0, ¥} (m.p.)

iar apoi se aplica t.d. de trei ori.

6.28. Conform t.d. problema se reduce la a demonstra ca:

{oVvy, x} = 1A= (wAY),
ceea ce este echivalent cu a demonstra ca

{ovy, 1t = 11l =10—-1(v =10,
pentru care folosim urmatoarea schema de demonstratie:

{lo=w, % 1To—=10} = T1(e—1y)
{To—=vx 11— 10 (1 1(e—10)—(9— 1) (probl.

6.11.)
{To—v. 1 1e—10}(e— 1) (m.p.)
{To—v, % 11o—=10} - x—10 (As, m.p.)
{lo—=v, . 11 e—10} + lo—y
{lo—=v, 1 11o—=10} Fx—=v (Ry)
{lo—=vy, 1 1 1o—=10} = x
{lo—vy, % 11e—=10} = v (m.p.)

{lo—w, 1 11— 10} = y—(—1(y—1y) (probl. 6.15.)
{To—=v, % 11@e—=10} - 1y—Ty)  (m.p. de doua ori)

{lo—y, v} =11e— 10— 1ly—1%) (t.d.).
6.29. Rezulta din problema 6.28. cu ajutorul problemelor
6.26. 51 6.27..
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6.30. Pentru — @A |@ —y avem urmatoarea demonstratie
formala:

F o—(lo—vy) (probl. 6.9.)

F (o= (1o—=y)—= (A lo—y) (probl. 6.26.),
deci

= oA Te—y (m.p.).

Conform principiului  identitatii  (problema  6.1.),
{y}+To—1e, de unde conform teoremei deductiei (problema

6.6.), Fy—(lo— 1), adica Fy—oV |o.

Observatie. Principiul identitatii sub forma — |o— | ne

da + oV |o (adica principiul tertului exclus).

6.31. Daca I' ~ ¢, atunci conform problemei 6.5., exista

Y1, oo, Ya€L, @l {v1, ..., Yo} = @. Aplicand de n ori teorema
deductiei deducem ca:

Fyi—=@— .. > . —0)...)

n

Tinénd cont de problema 6.26. avem ca NV =0

n

Reciproc, din /_\171‘ —@ cu Yy, ..., Yo€Il, deducem
conform problemei 6.27.,

Fyi—=>@G— ... > @n—0)...)
Conform teoremei deductiei aplicatd in sens invers
obtinem ca

{Y1, o0, Y} = @,deci [ - o.
6.32. (i)=>(ii). Notdm prin Prov multimea formulelor
demonstrabile. Dacd avem ¢&Prov, adicd ~ ¢, atunci £ ~ ¢ si

conform ipotezei pEZX, adica Prov CX.
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Sa presupunem acum ca pentru o, BEF avem a, a—PEX.
Atunci X — a, X + (a—p) sideci £ -~ B (m.p.), adica BEX.
(i))=(i). Fie 9o€F ai. £ + ¢. Conform problemei 6.5.

exista o1, ..., 6,€%, a. 1. {0}, ..., o,} F ¢. Conform cu t.d.
(problema 6.6.) avem ca

Foi—(... > (o, — 0)...)

sicum oy, ..., 6,€X deducem ca pEX.

6.33. ,,=”. Sa presupunem cid - @, .
Cum ~ ¢ — (v — @AVY) (conform problemei 6.23.), prin
aplicarea de doud ori a m.p. deducem ca — @AW.

,,»<". Rezulta imediat din problemele 6.19. si 6.20..

6.34. Faptul ca relatia < este reflexiva si tranzitiva rezulta
din problemele 6.1. si 6.7.. Din problema 6.22. deducem ca daca
@ # y atunci QAY E YAQ, YAQ E OAVY, pe cand gAY # YA,
de unde concluzia ca relatia < nu este antisimetricd si deci este
doar o relatie de ordine partiala.

6.35. Se observa cd ¢ = v daca si numai dacd ¢ < vy si

V=0
Faptul cd = este o echivalentd pe F rezultd acum din
problema 3.6. de la §3..

6.36. Sa demonstram la inceput cd relatia < este corect
definita iar 1n acest sens trebuie sa demonstram céd daca avem o,

v, 0",y EFal - 9o, F ¢ >0 si E yoy, E oy oy
atunci — @— dacd si numai daca - ¢ —y .
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Presupunem cd + ¢—y. Din = ¢ —¢, - ¢—vy si

F y—y  rezultd - ¢ —y  prin aplicarea regulei de deductie
(Ry).
Analog reciproc.

Faptul ca < este o relatie de ordine pe F/= rezulta imediat
din principiul identitatii si din (R;). A se vedea si problema 3.5. de
la §3..

Pentru a demonstra ca (F/=, <) devine latice Boole, sa
demonstram la inceput ca (F/=, <) este latice distributiva cu 0 si
1. Mai precis, sa demonstram cd pentru oricare ¢, YEF,
pAv=pAy iar pvi=puy.

Din problemele 6.19. si 6.20. deducem ci ¢,j>p Ay .
Daca mai avem y€F ai. j<¢ si y<y, adicda - y — ¢ si
F x — v, atunci din (R4) deducem ca ~ y — (pAvy), de unde
egalitatea ¢ Ay =@ A v .

Din problemele 6.16. si 6.17. deducem ca g?),y}ggoCI//.
Dacd mai avem x€F ai 7>¢ si ¥=V, adici - ¢ — g si
v — v, atunci din (R3) deducem cd - ¢oVy — g, de unde
egalitatea ¢ vy =¢ v V.

Distributivitatea laticii (F/=, A, V) rezulta din problemele
6.24. si 6.29.. Daca pentru un ¢EF notam 02(0AA—|(0 si

lzgo\/A—wo , atunci din problema 6.30. deducem ca pentru orice
yeF, 0<y <1.

A

Cum O=pAr—-@=@pr—-gp dar l=pv—-p=¢pv-0p,

deducem cd —¢ =—¢, adica laticea (F/=, <) este latice Boole.
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6.37. (i). Trebuie sd demonstram cd ~ ¢ daca si numai
dacd ¢ =1, adica — ¢ daca si numai daca — ¢ < ¢V |@.
Sa presupunem cd — ¢. Cum + ¢ — (pV]e — @)

(conform cu A)), rezultd = eV]p — ¢. Cum + ¢ — ¢V,
deducem ca :

oo oVie.
Reciproc, presupunem cd — @ <> @V |ep. Dar — ¢V |

(principiul tertului exclus), deci prin m.p. deducem ca ~ .
(i1)-(iv). Rezulta imediat din problema 6.36..

(v). Revine la a proba cd - (¢ — y) < (|o—y).
(vi). Rezultd din (ii) si (v).

6.38. Notind x = ¢, y= f,z=j sit= 5 conform cu
punctul (i) de la problema 6.37. este suficient sa stabilim
identitatea booleana:

X202 x—->Z2)>E—>(—))]=1,
ceea ce este echivalent cu

X=>(Y=2)=x—=>02Z—=1))—=>x=(F—1).

Insa cum intr-o algebra Boole avem x — y = |x V vy,
avem:

x—(z—t) > Ex—(y—1t) =l(IxV]zvi)V(IxV]yVt)
=xXAzZA [)V(IxV]yV) = (IxV]y)V[tV(xAzA [1)]
= (IxVIyVIEVEAZ)AEV D] = (IxV [y) V[tV (xAZ)]
=(]xV]yVt)V(xAz) = [xV]yVt=x — (y = t).

6.39. Definirea lui 7 se face prin inductie (tinand cont de
modul de formare al formulelor din F pornind de la variabilele
propozitionale si conectorii logici | si —), urmarind clauzele
(1)-(iii).

Demonstrarea unicitatii lui f* se face tot prin inductie.
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Sa presupunem deci cd mai avem g : F—L, ce satisface
conditiile (i)-(iii) si s& demonstrdm ca pentru orice a€F, f (o) =

= g(a).
Pentru a distingem trei cazuri:

(1) a€V si atunci g(a) = f () = f(a).
(2) a =lp si atunci g(@) =le(@) = 17 (9) = 7 (I9)
= f () (caci g(o) = f (o) prin ipoteza de inductie).
() e =09 — ysiatunci ga) = glo) — &) =
=1 (9p) = f (v) =f (o) (caci prin ipoteza de inductie g(¢) = f (¢)
si g(w) =/ ().

6.40. Rezultd imediat din problema 6.39. si din felul in
care se definesc conectorii logici V, A si < cu ajutorul

conectorilor | si —.

6.41. f se defineste prin f () = f((p), pentru orice

@€F si se verifica acum imediat ci f este corect definitd; evident

— ~

fop=f.

6.42. Vom arata cd daca ¢E€Prov, (adica +~ ) atunci
]7 (p) = 1 pentru orice interpretare f : V — L,. Vom proceda prin

inductie asupra modului cum s-a definit -~ .
Consideram ntai cazul axiomelor:
(A)) ¢ este de forma: ¢ = a—(p—a). Atunci:

F (@)= f (@) —(f B —f(®)
=1f@VvI1f®)V f(w

~1f @V f@VvIf®=1vIf@-1
(A,) ¢ este de forma: ¢ = (a—(B—y))—((a—P)—(a—).

Daca notam x 27 (), y= 7 B), z= 7 (v), atunci:
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1 (@) = (5= (y=2) = ((x—=y)—=(x—2))
=(IxVv1yvz)—(1(x—y)V(IxVz)
=1(IxV1yvz)vVI(IxVvy)V(IxVz)
=XAYA |2 V(XA YY)V |xVz
=(xAyA2)V(lyVIx)Vz
=XAYA|2)V](xAYAlz) = 1.

(A3) ¢ este de forma: ¢ = (Ja— |B)—(B—0).

Avem [ (9) = (Ix=1y)==x)=1xVIyV(yvx) = 1.

Presupunem acum cd ~ ¢ a fost obtinut prin m.p. din

F v, = y—0. Ipoteza inductiei conduce la f (y) = 1 si
fy—o)=1.

Atnci 1 =7 () = f(©) = 1= ()= [ (9), deci

f (9) =1 si solutia se incheie.

6.43. Facem inductie matematicdA dupa numadrul de

conectori logici al lui @. Din felul de definire al lui gr deducem ca
afirmatia din enunt este adevdratd pentru variabilele

propozitionale. Sa presupunem ca g, (9)=f(@) si g, (v)=f(y ).
Cum f este morfism de algebre Boole avem

2,00)=12,@=18p)=1p)=f(=p)
iar g, (0—y)=g,(9) — g, (v) (vezi problema 6.39.)

=f($) > (7 )=FP—y )= p>p).

6.44. Vom proba incluziunea complementarelor iar pentru

aceasta fie €F a.i. ¢ nu este demonstrabila (deci & Prov).
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Atunci tindnd cont de cele stabilite in problema 6.36., in

VAN
algebra Boole B = F/=, ¢ #1, deci —¢ # 0. Conform problemei

VAN
5.14. 1n algebra Boole B = F/= exista un ultrafiltru U a.i. —¢ €U.

Fie p : B —» B/U = L, (conform problemei 5.30.)
morfismul surjectiv canonic de algebre Boole si fp: F -1,
interpretarea lui F indusa de p (conform problemei 6.43.)

N ~ ~
Deoarece —¢ €U, f,(19) = p(19) = 1si deci f,(¢) = 0, adica
o0& Taut.
Deducem deci ca Taut < Prov.
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§7. Calculul cu predicate

7.1. Consideram urmatoarea schema de demonstratie:

= VX Vy @(x,y) = Vy @(xy) (B2)
= Yy o(x,y) = ¢(y) (B2)
F Vx Vy o(x,y) = o(y) (R; de la calc. prop.)
F VX (VX Yy ¢(x,y) = ¢(y)) G)
VX (VxVy @(X,y)>9(y) > (VX Vy 0(x,y)=> VX ¢(x,y))(B1)
F Vx Vy o(x,y) = VX 0(X,y) (m.p.)
E Vy (VX Vy @(xy) = VX 0(x.y)) (&)
= Yy (VX Vy @(X,y)=> VX 0(x,y))>(Vx Yy o(x,y)—>

— Vy VX @(x.y)) (B
F VX Vy o(x,y) = Yy VX 0(X,y) (m.p.).

7.2. Consideram urmatoarea schema de demonstratie:
F VX o(x) A VX (0(X) > w(X)) > VX ¢(X) (probl.6.19.)
= VX 0(x) > 0(x) (B2)
F VX o(x) A VX (0(X) = w(X)) > ¢(x) (R, de la calc.prop.)
F VX o(x) A VX (9(x) = y(x)) > VX(p(X)—>y(x)) (probl.6.20.)

F VX (@) = y(x)) = (0(x)>y(x)) (B2)
F VX o(X) A VX (X)W (X)) (0(x)>y(x)) (R; de la calc.prop.)
F VX o(x) A VX (0(X) = w(X)) > y(x) (calc.prop.)
F VX [VX ¢(x) AVX (0(x) = Y(x)) > y(x)] (G)
= VX [VX @(x) AVX (0(x) = y(x)) = y(x)] -

VX 9(x) AVX (9(x) = Y(x)) > Vx y(x)] (B1)
F VX 0(x) AVX ( 0(X) > y(x)) = VX y(x) (m.p.)
VX @(x) AVX (p(X) = y(x)) = Vx y(x)] > (R dela

= [VX (p(x) = y(x)) >(Vx ¢(x)— VX y(x))] calc.prop.)
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F VX ((X) = y(X)) (VX @(X)=> VX y(x)) (m.p.).

7.3. Consideram urmatoarea schema de demonstratie:

Foo | lo (probl.6.13.)
FVx (o> | 1o) (G)
FVx (0o | 19) > (Vx oo Vx | o) (probl.7.2.)
~ VX(p—>VX—|—|(p (m.p.)
- Vx| —|(p .40 (analog)
F Vxepo Vx| lo (din ultimele dou)
Fvxlleoo I Tvx 1o (calc.prop.)
FVvxeollvx e (din ultimele dous).

7.4. Consideram urmatoarea schema de demonstratie:

@y > (@Y (calc. prop.)
= VX [(9 & y) = (¢ > y)] (G)
=YX [(¢ < y) = (¢ = W]=>[VX (9 & v) >

>Vx(p = )] (probl. 7.2.)
FVX (o v) > VX (0 > V) (m.p.)
FVX (@ = ) = (VX ¢ = Vx ) (probl. 7.2.)
FVX (o vy) > (Vx> VX V) (m.p.)
FVX (¢ > v) = (VX ¢y VX @) (analog)

FVX (e y) > [(Vxo— Vxy) A (VX y— VX )]
(din ultime doua).
Aceastd ultima relatie este tocmai relatia ceruta.

7.5. Consideram urmatoarea schema de demonstratie:
= (@ = VX y) = (9=>Vx )=
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(m.p.).

(1
2
3)

4)
)
(6)
(7

®)
©)

(10)

> > VXY) A 0> VXV | ( probl.6.26.)
F(p— Vxy)—> (0 >VX V) (principiul identitatii)

(@ —>VXy)Ao—>Vxy (m.p.)
FVxy—>vy (B,)
F@@o>VXY)AQ— v (R de la calc. prop.)
(o> VXyY)A o> y] >

(¢ >Vxy) > (¢ > y)] ( probl.6.27.)
(o > VX y) = (0— ) (m.p.)
VX [(@ > VX y) > (9 > y)] Q)
= VX [(@ = Vxy) > (¢ > y)] >

—[(¢ > VX y) > VX (¢ > y)] (B1)

(@ > Vx wy) -5 Vx (0 - v

7.6. Consideram urmatoarea schema de demonstratie:

F (e(x) = v) = (ly = To(x) (probl.6.12.)
= Vx [(0(x) = w) = (Ty = To()] (G)

- Vx [(0(x) = v) = (1y > To(x))] -
> [Vx(p(x) > v) = Vx(ly = 1o(x))] (probl.7.2.)

= Vx (0(x) > v) > Vx (Ty = To(x) (m.p.)
- vx (Ty = Tox) = (1y 5>Vx 1o((x)) (B))
- Vx (¢(x) > ) = (1y >Vx [ oXx)(R, de la calc.prop.)

i—(—|\|/—>Vx—|(p(x))—>(1Vx—|(p(x)—>11\|/)
(probl.6.12.)

I—Vx((p(x)—>\|/)—>(—| VX | (p(x)—>—| 1 y)(R; de la calc. prop.)
HVx(e(x)—>w)—> (Fx 0(x))—> | Ty)]—>

> [Vx (0(x)>y) Adx o(x)—> | ly]  (probl.6.26.)
FVx (@()->y) A 3x o(x)—> | Ty (m.p.)
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1) Fllyoy (probl.6.11)
(12) FVX(@x)>Y) A TX 0(X) Dy (R de la calc.prop.)
(13)  FIVx (e(x)=>w) A 3x 0(x) >y] -
—[Vx (p(x)>y) = (Ix ¢(x) >y)] (probl. 6.27.)
(14)  FVx(e(x)>y) = (Ix o(x) V) (m.p.)
(15) @ o(x)>y) >(ly— Vx lo(x))  (probl. 6.12.si
definitia lui 3x @(x))
(16) @ e(0)->w) >(ly— vx Tox)] >
S[Ex e(x)>w) A Ty —> Vx To(x)]  (probl. 6.26.)
(17) X e(x)>Y) A Ty = Vx o(x) (m.p.)
(18)  FVx lo(x)—> Tox) (B2)
(19)  F@x ox) > W) A Ty > ] o®x) (R, de la
calc.prop.)
20)  HIEx o) > ) A Ty > Tex)] -
S [Exe(x) > y) >(ly > lox)]  (probl.6.27.)
@D FIEx ex) > w) >(1y > Tex)] (m.p.)
22 F(ly - Tex) - (@x) > v) (As)
(23) F(3x o(x) > y) = (p(x) = V) (R, de la calc.prop.)
(24)  FVx[Ex0(x) > y) > (9(x) > y)] (©)
(25)  EVX[EX o(x) = y) = (9(x) > y)] -
= [(Fx 9(x) = ) > VX (9(x) = W)] (B))
(26)  F(Ex 0(x) = y) > Vx (¢(x) > ) (m.p.).
Din (12) si (22) rezulta relatia ceruta.
7.7. Consideram urmatoarea schema de demonstratie:
(1 F VX o(x) A VX y(X) = VX 0(X) (probl.6.19.)
2  FVxe®x)—> e(x) (By)
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3) F VX 0(X) A VX y(X) = 0(x) (R, de la calc.prop.)
4 F VX o(x) A VX y(X) = y(X) (analog)
®)] F VX o(x) A VX y(X) = o(x) A y(x) (R4 de la cale.prop)
6) = VX[VXQ(x) A VX Y(X) = 0(x) A y(x)] (€
M) VX[V Q) A VX (x) = 0(x) A p(x)] -
= [VX 0(x) A VX y(x) > VX (9(X) A y(X))] (B1)
(8)  FVXO(x)A VX Y(X) = VX ((X) A y(X)) (m.p.)
9 F V(@) A y(x) = (9(x) A (X)) (B2)
(10)  Fo(x) A y(x) > ¢(x)
(1) F VX (p(x) A y(x)) = ¢(x) (R de la calc.prop.)
(12)  F VX [VX(0(x) A y(x)) = o(x)] G)
(13) = VX[V (9(x) A y(x)) = @(x)] =
VX (9(x) A (X)) >VX @(x)] (B1)
(14)  F Vx(e(x) A y(x)) = Vx ¢(x) (m.p.)
15 = Wx (ex) A~ wyx) - VX yX
(analog)
(16) K Vx (o(x) A (X)) = VX 9(X) A VX y(X) (R4 de
la
calc.prop.)

Din (8) si (16) rezulta relatia din relatia ceruta aplicand R,

de la calculul propozitiilor.

7.8. (i). Consideram urmatoarea schema de demonstratie:

Fx=y—>(x=z->y=2) (Bs)
Fx=y—>(x=z->y=2)]—>
Sx=z—>(x=y—>y=2)] (probl.6.8.)
Fx=zo>(x=y—>y=2) (m.p.)
FX=Xx—>(X=y—>y=Xx) (luand mai sus z = x)
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X=X (B3)

FX=y—> y=x (m.p.)
(i1).

Fx=y->y=x ((1).)
Fy=x—>(y=z->x=2) (Bs)
Fx=y—>(y=z->Xx=2) (R de la

calc.prop.)

FE=y)A(y=2z)—>x=2 (probl.6.26. si m.p. cu
rel. anterioara)

(iii).

= X = y - y = X

(.

Fy=x—=(0(y) = o(x)) (Bs)
Fx=y— (o) — o)) (R de la calc.prop.)
Fx=y = (X)) = ¢y)) (Bs)
Fx=y = [(@x) =>¢((y)) A (9(y) > @(x))]  (probl.6.21.
si mp. de doud ori cu rel

anterioare).

7.9."<". Imediat.

"=". Prin inductie asupra conceptului 2U{o@} F y.
Totul decurge ca in cazul calculului propozitional, (vezi

problema 6.6.), adaugandu-se cazul cand y = Vx o, 2U{op} + a.

SU{p} Foa=ZF ¢ > a (ipoteza
inductiei)

=S>ZFYX(p—a) (€))

SZEVX(@—o o) (> VVxa) (B,
¢ fiind enunt

=>ZF 0> Vxa (m.p.).
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DeciZ o — .

7.10. Analog ca in cazul calculului propozitional (vezi
problema 6.35.).

7.11. Analog ca in cazul calculului propozitional (vezi
problema 6.36.).

7.12. Demonstram prima formula:

N
(a) Vx @(x) < ¢@(v) pentru orice ve V;

/N\ . TS
(b) daca y < ¢@(v) pentru orice veV,, atunci  <Vx ¢(X).

Prima relatie rezultd din: - Vx ¢(x) = ¢(v), veV, (By)

AN
Pentru a doua relatie, presupunem ca y < ¢(v) pentru

orice ve V., deci —y — @(v), ve V..
Alegem o variabild v ce nu apare in y sau Vx ¢(X).
Atunci:

=y — (V)

=YV (y = (V) G

=YV (y = ¢(V)) = (y = YV (V) (B1)
(D) Fwy— Vvo(v) (m.p.).

De asemenea:

=YV (V) = o(x) (B2)

= VX (VV @(v) = ¢(x)) G)

VX (YV (V) = 0(x)) > (VW o(v) > Vx o(x))  (B))
2) F Vv o(v) > VX 0(x) (m.p.).

Din (1) si (2), cu R, de la calculul propozitiilor, rezulta ca
F v — VX ¢(x), adica (b).
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Relatia a doua a problemei se obtine din prima cu
egalitatile lui De Morgan.

Observatie. Prin trecerea la algebra Lindenbaum - Tarski
putem stabili algebric unele proprietati sintactice.

De exemplu, demonstrarea relatiei din problema 7.2.
revine la inegalitatea algebrica:

A (B =T )< (A B0 > (4 GO

Calculam termenul din dreapta:

/\ ™\
a=(v To)) v (A w(v)=

YN VAN
ATy TR0V 1= A v (160 v i

/\ \
A v Lo = w(v)].

vell uelV
Acum inegalitatea este evidenta.

7.13. Prin inductie dupd modul de definire al lui t:

- daca t este o variabila sau o constantd, atunci este
imediat

- dacat=A(ty,....t,) atunci

FV(t) = IK:JI FV(t), S1FVE = S2IFv() = SUFV(t;) = S2Fv(t;) » i=1,..,n

=t/ (s;) =t/ (s5), 1= 1,...n (ipoteza inductiei) =

=t (1) = £ (4] (st (51)= £ (1! (82)se ot (s2))= 7 (s2).
7.14. Prin inductie dupa ¢:

- dacd ¢ este t; = t, atunci FV(¢) = FV(t;) U FV(t,).
Astfel, sirvip) = SaFvig) = SiFve;) = SaFve; ) 1= 1.2 =

= t? (s)= t? (s2), 1= 1,2 ( conform problemei 7.13.).
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Atunci: [lp(s)l| = 1 < t{ (s1) = t5 (51)
e ti(s) =t =)
< llo(s)f| = 1.
Deci [lo(soll = [lo(s2)]l

- daca ¢ este R(ty,...,t,), atunci FV(p) = ;)1 FV(t).
Astfel, S1UFV(e) = S2IFV(e) = SIFV(t;) = S2Fv(t;) » i=1,.,n =
=t (s) =t/ (sp),i=1,..,n.

Rezulta ca:
[o@s) =1 < (t (sp),....t; (s1))e R?

& (4 (s2)se- ot (s2))eR7

<o) [[=1.
- dacda ¢ =a— B, atunci FV(p) = FV(a) U FV(pB).
Astfel, Sijpvi) = S2Fvie) = S1FV(w = S2FV(@» STFV(E) = S2FV()
= [las)l| = [les)|l, [IBsIl = [IB(s2)]| (ipoteza inductiei)
= llesoll = [l(s2)ll-
- daciop= ] v : analog.
- Daca ¢ = Vx y, atunci FV(0) =FV(y) \ {y}. FieacA.

o . X X
Daca 81rvip) = Savi(e), atunci s, | =s2) v

Conform ipotezei de inductie, || y(s, H M =1 wis H s
a

a

X

desi 1otsll= vt Dl = o wtss = sl

a

7.15. Demonstram prin inductie dupa t.

- dacd t este x, atunci t(c) “=a=t" (a);

- dacd t este o constantd d din L., atunci t(c) (Aa)=q 4=
=t (a);

- daca t este f(t;(x1,...,Xq),. . .,tm(X1,. . .,X,)) atunci:
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t(Cl,..,Cn)(Z’ul ~~~~~ ”n):f(fq’”l ~~~~~ un)(tgA’al sssss “n)(cl’"’cn)’”’

tlhaa) (¢ e) = T (H! (@r,,a0),. . ot (@1,.0080)) = £ (@1,.008,).

7.16. Demonstram prin inductie dupa ¢.
- daca @(x,...,X,) este t1(Xy,...,X,) = ta(X1,...,X,), atunci

(A4 a1, 2) EQ(Cl,. . ,Cp) & tg’”‘ """ ) (C1yensCn) = t(zg’”‘ """ ) (C1y.nCr)
< ti(an,..a,) = t£(ap,...a,) (conform problemei 7.15.)
& AE glay,...,a).
- dacd @(xi,..,X) este R(t)(xy,...,.Xp),.. ,tm(X1,...,Xy)), atunci
(A1, ,80)F Q(Ciye..nCn) <

PN (tiAjal ..... a,,)(cl’“’cn) t(g,a] ..... a,) (C],...,Cn))E R(Z,al 44444 a,)

o(t 12 (ar,..,an),.. .,t,fz (ar,..,an))eR 4 (conform problemei 7.15.)
& AE olay,...a,).

- Analog se demonstreaza cazurile: @ =la, o=0—>p

- daca o(xy,....X,) este VX y(X, Xy,...,X,) atunci, conform

ipotezei de inductie, pentru orice constante c,ci,...,c, §i pentru
orice a,a,...,a,€A avem:

(A4 ,3,a,,...,a)F Q(C,Cl,....c.) & A E ylaay,...,a,].
Astfel, (4 ,ay,...,a)E Q(Cy,...,Co) &
& pentru orice acA: (A4 ,a,,...,a,)E W(X,Cy,...,c)[a]
& pentru orice a€A: (4 ,ay,...,a,)Ey(c,cy,...c,)(ipotezei inductiei)
& pentru orice a€A: 4 = y[a,a,,...,a,] (ipotezei inductiei)

& A Eolay,...a,)

7.17."<". Evident, din —Vx @(x) = ¢(c) (B,) si m.p.
"="". Dacia 0,(c),..,0,(c) este o demonstratie a lui ¢(c) din
T in L.(C), atunci a,(x),..,0,(X) este o demonstratie a lui ¢(x) din T

in L,. Asadar, T ¢(x) In L., deci T Vx ¢(x).
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7.18. Presupunem ca T nu este consistentd in L,(C), deci
existd ¢(cy,..,c)eL(C), cu cy,..,c,eC al Tro(cy,...cn) Si
T+ | ¢(c1,..,Cy). Conform problemei 7.17., T Vxy,...x, ©(X1,..,X,)

si T VXy,..,X, 1 O(X1,..,Xpn), sau T @(xy,..,x,) si TH 1 O(X1,..,Xp)
in L. ceea ce contrazice faptul ca T este consistenta in L..

7.19. Fie a = [L.| = IL(O)| = IClsi C = {cc}ecn 0
enumerare a lui C dupa ordinalii mai mici decaita a.l. p<y<oa =
Cp # Cy.

Fie {@:z}:<; 0 enumerare a formulelor lui L(C) cu cel
mult o variabila libera. Construim prin inductie transfinita:

- un sir de teorii: (Tg)e<q cu To=T;

- un sir de constante din C: (d;):<, cu proprietatile:

(1) T: este consistentd in L (C);

(i1) daca & este ordinal succesor: § = + 1, atunci:

Te=Te VU 1 3x 0 = @(do);
unde d; este o constanta din C ce nu apare in T¢ si

X = variabila libera a lui Pes daca exista )

oarecare, daca nu exista

(iii) & este ordinal limita nenul: T: = é}ga Te.

- Sa vedem cum se face trecerea de la T, la T: cu
E=C+1.

Cardinalul multimii enunturilor din T, ce nu sunt in L,
este strict mai mic decét a, pentru cé fiecare pas p <& = p+1 <
adauga exact o constanta.

Atunci putem lua d. drept prima constantd din C ce nu
apare in T,.

Conform ipotezei de inductie, T este consistenta in L.(C).
Va trebui sd ardtam ca:

Tow {Ix o = @(dy)}
este consistenta in L(C). Daca este inconsistenta, atunci:

Te F 1(3x oz > ou(d)).
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Atunci T; +— 3x; oc A | o(do), deci T + 3x @ si
Te - Toddo).
Din problema 7.17. rezulta ca:

TC =V Xg —| (Pg(dg) = TQ = —l E'Xg —| (PC(XQ),
Ceea ce este o contradictie, T fiind consistenta.
- Va trebui sd ardtdm ca daca & este ordinal limitd si T
este consistentd pentru orice { < &, atunci T, = U T, este
¢<¢

consistenta.
Daci T este inconsistentd = existd & ai. T = & A [
= existd A c T; finitd ai. A - 8 A |8 = existd {<&, A T, ali.

A8 A I8 = T. + 8 A 16, contradictie deoarece T. este
consistenta.
Astfel, constructia prin inductie s-a terminat.

Notim 7 = U T, . Analog, T este consistenta.
E<a

Fie p(x)eL(C) cu cel mult o variabila libera x, deci exista
& <oaal @x)=@xs). 3
Atunci 3Ix (p(X) d (p(dg;) = HX}’; (py;(Xy;) e d (py;(dy;)ETg;ﬂg T.

Astfel, T —3x o(x) = o(d), deci T este teorie Henkin.

7.20. Demonstratia rezulta direct din definitie.

7.21. Fie T teoria consistenta din problema 7.19.. T
poate fi scufundatd intr-o teorie maximal consistentd X. X este
teorie Henkin (problema 7.20.).

Pe multimea C consideram urmatoarea relatie binara:

c~de(c=d)eX =X c=d.

(1) "~"" este o relatie de echivalenta:

- reflexivitatea: ¢ ~ ¢ deoarece - ¢ =c = X ¢c=c;
- simetria: fie ¢ ~ d si demonstram ca d ~ c.
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Dinc~d > X Fc=d. Dar - c=d — d = ¢ si atunci cu
m.p. din cele doua relatii rezultd ca £ — d =c, adicad ~c.

- tranzitivitatea: fie ¢ ~d si d ~ e; demonstram ca ¢ ~ e.

Dinc~d=ZXrc=diardind ~e = X  d =e. Atunci
YH(c=d)a(d=e)iarcum I (c=d ) A (d=¢e) > (c =e) rezulta
cum.p.caX c=e,adicic~e.

Consideram multimea cat A = C/~.

(2) Fie t(cy,..,cy) un termen inchis ( fara variabile libere) n
L.(C) cuc,..,c,eC. Atunci - 3x (t(cy,..,cn) = X).

Fie ¢(x) formula t(c;,..,c,) = x din L(C). Atunci:

= o(t) > 3x @(x)

F t(cy,..,Cn) = t(Cy,..,.cn) = IX (t(Cys..,C0) = X)

F t(C1ye+»Cn) = t(C1ye-,Cn)

F 3x (t(cys-.,C) = X) (m.p. intre ultimele doua relatii).

(3) Fie t(cy,..,cy) un termen inchis in L(C). Atunci exista
deC al. (t(cy,..,cn) =d) €X.
Avem: + 3Ix (t(cy,..,ch)= X) din (2).
Y este o teorie Henkin, deci existda deC a.l.
2 = 3x (t(cy,..,cn) = X) = (t(Cy,..,Co) = d).
Atunci, cu m.p. intre cele doua relatii obtinem:
2+ t(cy,..,Cn) = d.

Fie F un simbol de operatie al lui L. Definim F* ca
operatie pe A:
FA(¢,.,¢,)=d < (F(ci,...c,) = d).
Date cy,..,c,€C, un asemenea deC exista conform (3).
Aratim cd F* este bine definita:
Daca ¢i~d;,i=1,..,nsi ¢ ~ d, demonstram ca:
[(F(ci,..,cn) =¢) €Z < (F(dy,..,d,) = d)eX].
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Avem: Z + F(cy,..,ch) =¢
zH Ci= di, i=1,..,n
kFc=d

Atunci T - (F(Cr,00) =€) A /\1 (ci=d) A (c = d).

Dar X — (F(C1..00) = €) A Al C=d) A (c=d) >

— (F(dy,...dy) = d),

deci prin m.p. obtinem X + (F(d,,..,d,) =d).
Am demonstrat astfel ci F* este bine definita.

Fie R un simbol de relatie n - ard. Definim relatia n - ara
R* pe A:
(¢,,...¢,) eR® & R(cy,..,cr) €.
Aritim ca R* este bine definita.
Fie ¢c;~d;, i=1,..,n si demonstram ca:
[R(cy,..,c) €2 < R(dy,..,d,) €X].

Avem: Z + R(cy,..,cy) 51 2 + ¢;=d;, i = 1,..,n. Atunci:
2= R(Cl,..,Cn) A\ '/—\l (Ci = dl)

Dar ¥ + R(cy,..,cn) A 4\1 (ci = d;j) » R(d,..,d,), deci, prin

m.p. intre cele doua relatii obtinem:
Y  R(d,....d,), adica R* este bine definita.

Fie d o constanta a Iui L,. Conf. (3) existd ceC cu
(d =c)eX. Definim:
d*=¢o(d=c¢c) e
Aratim cd d* este bine definiti.
Fie ¢;,coeCcu(d=rc))eZ si (d =c,)eX. Atunci:

T (d=c)A(d=cy)
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Dar + (d =c¢)) A (d = ¢cy) = (c; = ¢y), astfel ca rezulta cu
m.p.cd X ¢y =c¢y, adicad ¢, =¢, .

< . A ~
Dacé ceC, atunci punemc” = ¢ .

In acest fel pe multimea A am stabilit o structurda A
pentru L(C).

(4) Fie t(xy,..,X,) un termen in L., cy,..,c,,c €C. Atunci:
t1(C,,...C,) =¢ < (t(cy,...C) = €)X
Demonstratia lui (4) se face prin inductie dupd modul de
formare al termenului t.
Aratam numai pasul inductiei:
Fie t = f(ti(X1,..,X0),- - stm(X1,...,Xy)) $1 consideram ca
ipoteza inductiei functioneaza pentru t,,..,t,.
Conform (3) exista di, . . ,dneC, (ti(cy, . . ,cn) = d) € %,
i=1,.,m. Atunci t/ (c,,..,¢,) = c7i ,i=1,..,m (ipoteza de inductie).
Astfel:
t*(¢,.,c,)=¢ < f* (tIZ(El,..,E,7) ,...,tf;(El,..,En)) =c
o f(d,,..d,)=7¢
& (f(dy,...dy)= ¢)€Z ( conform definitiei lui 4)
< (flti(cr,...,Cn)se - otm(Cry...nCh)) = C)€Z (@)
& (t(ey,..,Cn) =c) €2
Aratam relatia (o):
2 = ti(cy,..oCn) = d;, 1= 1,..,m implica
2 = f(ti(cr,....Co)yestm(Clse . .,Cn)) = € <= ZH (dy,..,dn)=c.

(5) Pentru orice formuld o(x;,..,X,) in L; si pentru orice
C1,..,cneC avem:

AE Q[C,..,C,] < @(ClrenCr) EZ < T = @(ClyensCr)-

Demonstratia se face prin inductie dupa modul de formare

al formulei o:
- @ este de forma t; =t,, cu t; = ti(x,..,X,), i=1,2;
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Conform (3), existd d;eC cu Z + ti(cy,..,c,) = d;, i=1,2.
Conform (4) t/(¢,,.,¢,)=d/",i=1,2.
AE Q[T,,.,C, 1t (C,..2,)=t1(¢,,..C,)
odi=df
S d] = d2
S - tl(Cl,..,Cn) = tz(Cl,..,Cn).
Ultima echivalenta rezulta din X + d; = ti(cy,..,c,), i=1,2
si din axiomele egalitatii.
- o este de forma R(ty,..,tn) cu t; = ti(Xy,..,Xp), i=1,..,m;
Conform (3), existd di,..,dn,eC cu £ + d; = ti(cy,..,Cn),
1=1,..,m.
Atunci cz. =d! =t1(2,.,¢,) ,i=1,.,m, conform (4).
AE Q[T,0T, 1 (1 (C0nT,)) s tA(E,,.C,) €RA
= (671,..,67,”) eR4
< R(d,,...dn) X (conform definitiei lui R )
= R(tl(cl’“’Cn)r':tm(clanacn))Ez
< o(cy,..,cn) EZ.
- ¢ este de forma —|\41 (X1,..,Xn);
Conform ipotezei de inductie: 4k y[¢,.,c,] <
y(cy,..,.Ch)EZ.
A= [C,..c,] < A y[E,,...C,]
< Y(CpysCh) X
= —|\|/ (¢1,.,Cn)€Z ( cu £ maximal
consistenta)
< 0(cy,..,Ch)EZ.
- ¢ este de forma y(Xy,..,Xn) V Ya(Xy,..,.Xn) se face In
mod analog;
- ¢ este de forma Ix y(xy,..,Xp);
A= ¢[¢,..C,] © existi c¢eA al AE y[c,¢,..c,]
(definitie)
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< existd ceC al. y(c,cp,..,cn) €X (ipoteza
de inductie)

ST K Y(X,C1,..,Cn) (2= teorie Henkin)
& @(Cyy..,Ch) EX.

Astfel se incheie demonstratia lui (5).

Atunci pentru orice enunt ¢ al ui L;:

AE @& el
Cum TC X, rezultd 4 = T.
Este evident ca: |4 |= |c/~< |C|= |LT .

7.22. "='"". Prin inductie dupd modul cum este definit
conceptul TH.
"<".TH ¢ = T U {| ¢} consistentd

= existda 4 = T U{ |} (conform problemei
7.21.)

= AETsi A¥ ¢
= T o.
7.23. Rezulta din problemele 7.21. si 7.22.

7.24. Rezultd imediat din problema 7.21.

7.25. Din problema 7.21. si T consistentd <> orice parte
finita a lui T este consistenta.
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